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上海交通大学硕士学位论文 摘要

应用同伦分析方法求解若干力学和金融学问题

摘 要

力学和金融学中存在许多非线性方程，获得这些方程的解析近似解具有重

要的理论意义和实际应用价值。本文应用同伦分析方法成功求解了以下四类问

题：（1）任意水深的极限斯托克斯波问题；（2）任意大均布外载荷作用下的大
挠度圆薄板问题；（3）大挠度后屈曲梁问题；（4）6种不同类型的倒向型/正倒
向型随机微分方程。具体内容和结果如下所示：

(I) 在流体力学中，人们普遍认为斯托克斯波浪理论仅适用于无限/有限水深。
对于浅水情况，人们则常采用椭圆余弦波理论和孤立波理论。本文应用

同伦分析方法对斯托克斯波的极限形式进行求解，成功克服摄动方法在

浅水中的局限性（高阶傅里叶系数无法收敛），给出了任意水深的极限斯

托克斯波之高精度解，论证了斯托克斯波理论对于任意水深的有效性。

这说明，无限/有限水深波理论，椭圆余弦波理论和孤立波理论实际上均
可被统一到有限水深波（斯托克斯波）理论中。此外，本文求出深水中

波浪的极限波陡的精确值为 Hmax/λ = 0.14108，并首次给出极浅水深中

波峰含有 120◦ 尖角的波面，证明了同伦分析方法对于强非线性问题的有

效性。

(II) 求解均布外载荷作用下的大挠度圆薄板方程是板壳理论中的经典问题。
许多知名学者都对该问题进行过研究，并提出了众多解析和数值方法。

其中，又以采用中心挠度为摄动变量的摄动小参数法和内插迭代法最为

著名。本文应用同伦分析方法，成功获得了任意大均布外载荷作用下的

大挠度圆薄板方程之高精度解，并发现三种传统方法（摄动小参数法，

修正迭代法和内插迭代法）实际上均为同伦分析方法的特例。值得注意

的是，摄动小参数法和修正迭代法均只对小载荷情形有效，而内插迭代

法对任意大均布外载荷均能给出收敛的结果。在同伦分析方法的框架中，

本文发现对任意大均布外载荷，摄动小参数法的广义形式和修正迭代法
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的广义形式均能给出收敛的结果，且同伦分析方法的计算效率远高于内

插迭代法。这清晰地凸显出同伦分析方法的优越性和有效性。

(III) 求解大挠度后屈曲梁方程是固体力学中的经典问题。高扬曾提出一个同
时受轴向外压力和横向均布载荷作用的后屈曲梁模型，并指出：“该梁模

型是个多解敏感问题，目前仅有三对偶方法能求出所有的解。”于是本文

应用同伦分析方法对该方程进行求解，发现同伦分析方法仅需在初始解

中引入一个待定参数，即可轻易求出该问题所有的解析近似解，且结果

与三对偶方法给出的数值解相吻合。这论证了同伦分析方法对于多解敏

感问题的有效性。

(IV) 求解倒向型/正倒向型随机微分方程是金融数学中的热点问题。然而，目
前仅有少数几种数值方法可以有效求解低维的正倒向型随机微分方程。

对于高维的正倒向型随机微分方程，研究几乎处于空白状态。本文应用

同伦分析方法，成功求解了六种不同类型的倒向型/正倒向型随机微分方
程。作者发现，对于其中一个高维线性的正倒向型随机微分方程，同伦

分析方法可以很快给出 12维情况下的解析近似解；在 6维情况下，在达
到相同计算精度的前提下，同伦分析方法的计算效率比最新报道的数值

方法高 3000余倍。这些均揭示了应用同伦分析方法求解倒向型/正倒向型
随机微分方程的巨大潜力。

关键词：同伦分析方法，极限斯托克斯波，大挠度圆薄板，后
屈曲梁，倒向型/正倒向型随机微分方程
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上海交通大学硕士学位论文 ABSTRACT

Homotopy Analysis Method for Several Problems in
Mechanics and Finance

ABSTRACT

There exist many nonlinear equations in mechanics and finance. Obtaining the
analytic approximation solutions of these equations are of great meaning. In this pa-
per, we apply the homotopy analysis method (HAM) for following four kinds of prob-
lems: the limiting Stokes wave with arbitrary water depth, the large deflection of a
circular plate under arbitrary uniform pressure, the post-buckling problems and the
backward/forward-backward stochastic differential equations. Main results are shown
as following:

(1) In this paper, accurate series solutions of the limiting Stokes wave with arbitrary
water depth are successfully obtained by means of the HAM. To the best of au-
thor’s knowledge, it is the first time to give accurate wave profile in extreme shal-
low water without using any extrapolation techniques. Therefore, in the frame
of the HAM, the Stokes waves can be used as a unified theory for all kinds of
waves, including periodic waves in deep and intermediate depth, cnoidal waves
in shallow water and solitary waves in extremely shallow water. This enriches
people’s understanding of the steady periodic waves.

(2) In this paper, we employ the HAM to solve the nonlinear equations governed by
a large deformed circular thin plate under uniform pressure to arbitrary magni-
tude. Accurate series solutions are successfully obtained. Besides, we success-
fully prove that the three classic methods–the perturbation method with arbitrary
perturbation quantity, the modified iteration method and the interpolation itera-
tive method–are all the special cases of the HAM. Furthermore, in the frame of
the HAM, we systematically discuss the importance of the convergence-control
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parameter c0, the effectiveness of using iteration technique and expanding the
uniform pressure Q into the series of the central deflection.

(3) The HAM is employed to solve a non-linear differential equation governed by a
large deformed elastic beam with non-convex total potential energy. Our results
agree well with the numerical solutions. More importantly, our strategy is easy to
implement, which demonstrates HAM’s validity for computational non-convex
mechanics.

(4) In this paper, the HAM is employed to solve some backward stochastic differen-
tial equations (BSDEs) and forward-backward stochastic differential equations
(FBSDEs), including one with high dimensionality (up to 12 dimensions). By
means of the HAM, convergent series solutions can be quickly obtained with high
accuracy for a FBSDE in a 6-dimensional case, within less than 1/3000CPU time
used by a currently reported numerical method for the same case. Especially, as
dimensionality enlarges, the increase of computational complexity for the HAM
is not as dramatic as this numerical method. All of these demonstrate the validity
and high efficiency of the HAM for the backward/forward-backward stochastic
differential equations in science, engineering, and finance.

KEY WORDS: homotopy analysis method (HAM), limiting Stokes
wave, circular thin plate, post-buckling beam, backward/forward-backward
stochastic differential equations
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第一章 绪论

1.1 极限斯托克斯波

求解二维斯托克斯波的极限形式是流体力学中的经典问题。许多数学家和

力学家都曾研究过该问题，并提出了众多解析和数值方法 [1–24]。在解析近似
方法中，又以摄动方法使用得最为广泛。

在 1847年，Stokes [25, 26]采用摄动方法，并以第一个傅里叶系数 a1 作为

摄动参数，对二维稳态重力波进行求解。Stokes [25, 26]发现：在深水情况下，
极限稳态重力波的波峰呈现 120◦尖角。此外，Stokes [25, 26]猜测：对于任意水
深的稳态重力波，其极限形式的波面在波峰处应该都为 120◦尖角。

在 1974年，Schwartz [6]同样采用 Stokes的摄动方法 [25, 26]，并对于深水
工况，计算至 70阶。然而 Schwartz [6]发现，随着波高 H 不断增加，a1 会先

增大后减小，即一个 H 可能会对应于两个 a1。显然，第一个傅里叶系数 a1 并

不适合作为摄动参数。然后，Schwartz [6]把 ϵ = H/2作为摄动参数，并分别

在深水情况下计算至 117阶，在有限水深情况下计算至 48阶。Schwartz [6]发
现，若仅采用帕德近似，获得的摄动解仅在 d/λ > 0.15收敛；若同时采用帕

德近似和 Shanks迭代 e1 变换 [27]，收敛范围可扩大至 d/λ > 0.057。Schwartz
[6]猜测：“其摄动方法理论上应对于任意水深均有效，而现在之所以在浅水中
失效，应该是由计算过程中的数值误差（rounding-error）造成的。”除此之外，
Schwartz [6]还指出：“该摄动方法无法直接给出精确的波面；波速平方 c2的级

数展开式仅在小于最大波高 97%的范围内收敛。”

在 1977年，Cokelet [10]使用

ϵ = 1−
v2crestv

2
trough

c4
(1–1)

作为摄动参数（其中：vcrest、vtrough、c分别代表波峰速度，波谷速度和相速

度），并计算至 120 阶，发现：该摄动解的收敛范围为 d/λ > 0.0168。然而，

Cokelet [10]在文章中指出：“当 d/λ < 0.11 时，该摄动方法就已无法给出精

确的波面。”在 2010 年，Dallaston 和 Mccue [28] 重新考察了 Schwartz [6] 和
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Cokelet [10]的计算格式，并借助于Maple软件消除了所谓的数值误差，然而即
使如此，Dallaston and Mccue [28]发现，Schwartz [6]和 Cokelet [10]的摄动方法
仍然无法给出极浅水中，极限斯托克斯波收敛的级数解。

据作者所知，当前绝大多数的解析和数值方法均不得不依赖于一些外推

技巧，才能获得极限斯托克斯波较高精度的结果。然而在 1981年，Williams
[13]提出了一种数值方法，当 d/λ > 0.0168时，该方法不仅能给出高精度的结

果，也不需要采用任何的外推技巧。值得强调的是，当前没有任何一种解析或

数值方法能够精确地给出二维极限斯托克斯波在极浅水深中的精确波面，本文

旨在解决该问题。

同伦分析方法是求解强非线性问题的一种强有力手段 [29–41]。本文在同
伦分析方法的框架中，通过调节收敛控制参数 c0，可以确保所有的傅里叶系数

均收敛。因此，本文不需要采用任何近似手段（如外推技巧和帕德近似），即

可得到高精度的结果。此外，本文通过引入迭代技巧来加速收敛，成功求解了

任意水深的极限斯托克斯波，并首次给出极浅水深中二维斯托克斯波极限形式

的波面，并成功说明，无限/有限水深波理论，椭圆余弦波理论和孤立波理论均
能统一到有限水深波（斯托克斯波）理论中。与 Schwartz [6]和 Cokelet [10]的
摄动方法相比，本文所采用的同伦分析方法不仅有效域更大，方法也更加简便

易行，这些都很好的说明了同伦分析方法的有效性。

1.2 均布外载荷作用下的大挠度圆薄板方程

1.2.1 微分形式

均布外载荷作用下的大挠度圆薄板方程是固体力学中的经典问题，其微分

形式的控制方程为

y2
d2φ(y)

dy2
− φ(y)S(y)−Qy2 = 0, (1–2)

y2
d2S(y)

dy2
+

1

2
φ2(y) = 0, (1–3)

服从边界条件

φ(0) = S(0) = 0, (1–4)

φ(1) =
λ

λ− 1
· dφ(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

, S(1) =
µ

µ− 1
· dS(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

, (1–5)
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这里

y =
r2

R2
a

, W (y) =
√

3(1− ν2)
w(y)

h
, φ(y) = y

dW (y)

dy
, (1–6)

S(y) = 3(1− ν2)
R2

aNr

Eh3
y, Q =

3(1− ν2)
√
3(1− ν2)R4

a

4Eh4
p, (1–7)

其中，r表示到板中心的径向距离；w(y)，Nr，E，ν，Ra，h和 p分别代表板

的挠度，板的径向薄膜张力，杨氏模量，泊松比，板的半径，板厚和外加均布

载荷；参数 λ和 µ与边界条件有关。由公式 (1–6)，可得无量纲的中心挠度

W (y) = −
∫ 1

y

1

ε
φ(ε)dε. (1–8)

如图1–1所示，本文共考虑以下四种边界条件

(a) 固定夹紧：λ = 0，µ = 2/(1− ν)；

(b) 可移夹紧：λ = 0，µ = 0；

(c) 简单支承：λ = 2/(1 + ν)，µ = 0；

(d) 简单铰链支承：λ = 2/(1 + ν)，µ = 2/(1− ν)。

(a) 固定夹紧 (b) 可移夹紧

(c) 简单支承 (d) 简单铰链支承

图 1–1四种边界条件。
Fig. 1–1 Four types of boundary conditions.

在过去一百余年里，科学家们提出了许多解析和数值方法来求解该问题

[42–53]，其中以 Vincent [54]和钱伟长 [55]的摄动方法尤为著名。在 1931年，
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Vincent [54]采用摄动方法，并把均布载荷 Q作为摄动参数，得到如下摄动解

φ(y) = φ(V )(y) =
+∞∑
i=1

φ
(V )
i (y)Q2i−1,

S(y) = S(V )(y) =
+∞∑
i=1

S
(V )
i (y)Q2i,

(1–9)

这里，φ(V )
i (y)和 S

(V )
i (y)满足

Q :


y2
d2φ

(V )
1 (y)

dy2
= y2, y ∈ (0, 1),

φ
(V )
1 (0) = 0, φ

(V )
1 (1) =

λ

λ− 1

dφ
(V )
1 (y)

dy

∣∣∣∣
y=1

;

(1–10)

Q2 :


y2
d2S

(V )
1 (y)

dy2
= −1

2

(
φ
(V )
1 (y)

)2
,

S
(V )
1 (0) = 0, S

(V )
1 (1) =

µ

µ− 1

dS
(V )
1 (y)

dy

∣∣∣∣
y=1

;

(1–11)

· · · · · ·

Q2i+1 :


y2
d2φ

(V )
i+1(y)

dy2
=

i∑
j=1

φ
(V )
j (y)S

(V )
i−j+1(y),

φ
(V )
i+1(0) = 0, φ

(V )
i+1(1) =

λ

λ− 1

dφ
(V )
i+1(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

;

(1–12)

Q2i+2 :


y2
d2S

(V )
i+1(y)

dy2
= −1

2

i+1∑
j=1

φ
(V )
j (y)φ

(V )
i−j+2(y),

S
(V )
i+1(0) = 0, S

(V )
i+1(1) =

µ

µ− 1

dS
(V )
i+1(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

.

(1–13)
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取 λ = 0，µ = 20/7，则 Vincent [54]摄动解为

φ
(V )
1 (y) = −y

2
+
y2

2
, (1–14)

S
(V )
1 (y) =

41y

672
− y2

16
+
y3

24
− y4

96
, (1–15)

φ
(V )
2 (y) =

659y

80640
− 41y2

2688
+

83y3

8064
− 5y4

1152
+

y5

768
− y6

5760
, (1–16)

S
(V )
2 (y) = − 2357y

1505280
+

659y2

322560
− 1889y3

967680
+

103y4

96768
− 59y5

161280

+
13y6

138240
− 17y7

967680
+

y8

645120
, (1–17)

· · · · · ·

然而该摄动解仅在中心挠度/板厚 w(0)/h小于 0.52时收敛。

在 1947年，钱伟长 [51, 55]以中心挠度作为摄动参数，得到如下摄动解

φ(y) = φ(C)(y) =
+∞∑
m=1

φ(C)
m (y)W 2m−1(0),

S(y) = S(C)(y) =
+∞∑
m=1

S(C)
m (y)W 2m(0),

Q = Q(C) =
+∞∑
m=1

Q(C)
m W 2m−1(0).

(1–18)

这里，φ(C)
i (y)和 S

(C)
i (y)满足

W (0) :



y2
d2φ

(C)
1 (y)

dy2
= Q

(C)
1 y2, y ∈ (0, 1),

φ
(C)
1 (0) = 0, φ

(C)
1 (1) =

λ

λ− 1

dφ
(C)
1 (y)

dy

∣∣∣∣
y=1

,

−
∫ 1

0

1

ϵ
φ
(C)
1 (ϵ)dϵ = 1;

(1–19)

W 2(0) :


y2
d2S

(C)
1 (y)

dy2
= −1

2

(
φ
(C)
1 (y)

)2
,

S
(C)
1 (0) = 0, S

(C)
1 (1) =

µ

µ− 1

dS
(C)
1 (y)

dy

∣∣∣∣
y=1

;

(1–20)
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· · · · · ·

W 2i+1(0) :



y2
d2φ

(C)
i+1(y)

dy2
=

i∑
j=1

φ
(C)
j (y)S

(C)
i−j+1(y) +Q

(C)
i+1y

2,

φ
(C)
i+1(0) = 0, φ

(C)
i+1(1) =

λ

λ− 1

dφ
(C)
i+1(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

,

−
∫ 1

0

1

ϵ
φ
(C)
i+1(ϵ)dϵ = 0;

(1–21)

W 2i+2(0) :


y2
d2S

(C)
i+1(y)

dy2
= −1

2

i+1∑
j=1

φ
(C)
j (y)φ

(C)
i−j+2(y),

S
(C)
i+1(0) = 0, S

(C)
i+1(1) =

µ

µ− 1

dS
(C)
i+1(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

;

(1–22)

取 λ = 0，µ = 20/7，则摄动解为

φ
(C)
1 (y) = −2y + 2y2, (1–23)

s
(C)
1 (y) =

41y

42
− y2 +

2y3

3
− y4

6
, (1–24)

φ
(C)
2 (y) =

233y

1890
− 2179y2

3780
+

83y3

126
− 5y4

18
+
y5

12
− y6

90
, (1–25)

s
(C)
2 (y) = − 211y

19845
+

233y2

1890
− 529y3

2268
+

667y4

3240
− 59y5

630

+
13y6

540
− 17y7

3780
+

y8

2520
, (1–26)

· · · · · ·

其收敛域为 w(0)/h < 2.44，国际上称此方法为“钱伟长法”。值得强调的是，

在 1981年，陈山林 [56]又考察比较了诸多摄动参数，发现：以中心挠度为摄
动参数的摄动方法最为有效，即收敛域最大。也就是说，所有的摄动方法均只

适用于小均布载荷（方程为弱非线性）。

1965年，叶开沅和刘人怀 [57]在“钱伟长法”的基础上，提出了一种修正
迭代法，迭代步骤如下所示：

控制方程为：

y2
d2ψn(y)

dy2
= −1

2
ϑ2
n(y), (1–27)

y2
d2ϑn+1(y)

dy2
= ϑn(y)ψn(y) +Qny

2, (1–28)

— 6 —
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服从边界条件

ϑn+1(0) = ψn(0) = 0, (1–29)

ϑn+1(1) =
λ

λ− 1
· dϑn+1(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

, ψn(1) =
µ

µ− 1
· dψn(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

, (1–30)

和限制条件

W (0) = a = −
∫ 1

0

1

ε
ϑn+1(ε)dε (1–31)

初始解取

ϑ1(y) =
−2a

2λ+ 1
[(λ+ 1)y − y2]. (1–32)

虽然修正迭代法的收敛速度远快于“钱伟长法”，然而周又和 [58]发现，修正
迭代法 [57]和“钱伟长法”[55]的收敛区域一致。换句话说，修正迭代法也仅
适用于小均布载荷。

本文应用同伦分析方法成功求解了任意大均布外载荷作用下的大挠度圆薄

板之微分形式，并成功证明，摄动法和修正迭代法 [57]实际上均为同伦分析
方法在收敛控制参数 c0 = −1的特例。此外，在同伦分析方法框架中，我们发

现，对于任意大均布外载荷，摄动法的广义形式和修正迭代法的广义形式均能

给出收敛的结果。这清晰地显示出收敛控制参数 c0 在同伦分析方法框架中的

重要地位。

1.2.2 积分形式

均布外载荷作用下的大挠度圆薄板方程还有一种等价的积分方程形式，控

制方程为

φ(y) +

∫ 1

0

1

ε2
K(y, ε)S(ε)φ(ε)dε+

∫ 1

0

K(y, ε)Qdε = 0, (1–33)

S(y)− 1

2

∫ 1

0

1

ε2
G(y, ε)φ2(ε)dε = 0, (1–34)

这里，

K(y, ε) =

{
(λ− 1)yε+ y, y ≤ ε,

(λ− 1)yε+ ε, y > ε,
(1–35)

G(y, ε) =

{
(µ− 1)yε+ y, y ≤ ε,

(µ− 1)yε+ ε, y > ε,
(1–36)
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其中，r、w(y)、Nr、E、ν、Ra、h、p、λ、µ和W (y)的定义与 1.2.1节中一
致。

在 1958年，Keller和 Reiss [59]提出了一种内插迭代方法，通过调节其中
的内插迭代因子 θ，Keller和 Reiss [59]成功获得了 Q = 7000的收敛级数解。

迭代步骤如下所示：

ψn(y) =
1

2

∫ 1

0

1

ε2
G(y, ε)ϑ2

n(ε)dε,

ϑn+1(y) = (1− θ)ϑn(y)− θ

∫ 1

0

K(y, ε)Qdε

− θ

∫ 1

0

1

ε2
K(y, ε)ϑn(ε)ψn(ε)dε,

(1–37)

初始解取

ϑ1(y) = −Qθ
2

[
(λ+ 1)y − y2

]
, (1–38)

这里 θ为内插迭代因子。在 1988年，郑晓静和周又和 [51, 60]成功证明了内插
迭代法的收敛性，即：对于给定的任意大均布外载荷，通过调节合适的内插迭

代因子，内插迭代法总能给出收敛的级数解。钱伟长对此工作高度评价 –“解
决了自 1910年以来国际力学界未能解决的一个重要问题”。

本文应用同伦分析方法不仅成功求解了任意大均布外载荷作用下的大挠度

圆薄板之积分形式，还成功证明，内插迭代法也为同伦分析方法的一个特例。

这也间接证明了对于任意大给定的均布外载荷，同伦分析方法都能给出收敛的

级数解（至少在某些条件下，如：取与内插迭代法相同的参数）。此外，本文

还发现求解微分形式的同伦分析方法同样是求解积分形式的同伦分析方法的一

个特例。从而不难理解，为什么对于任意大均布外载荷，求解微分形式的同伦

分析方法均能给出收敛的解。而且在保证收敛的情况下，同伦分析方法的收敛

速度远快于内插迭代法，这充分说明了同伦分析方法的有效性和优越性。

1.3 后屈曲梁模型

Gao [61–63]曾提出许多后屈曲梁模型，其中一个的控制方程为

EIw′′′′(x)− αE
[
w′(x)

]2
w′′(x) + Eλw′′(x)− f(x) = 0, (1–39)

— 8 —



上海交通大学硕士学位论文 第一章 绪论

这里，  I =
2h3

3
, λ =

(1 + ν)(1− ν2)p

E
,

α = 3h(1− ν2), f(x) = (1− ν2)q(x),

(1–40)

w(x)、ν、E、h、L、p和 q(x)分别代表在坐标 x处的横向位移，泊松比，杨

氏模量，梁的高度，梁的长度，在 x = L处的轴向外压力和梁的横向分布载

荷。梁模型如图 1–2所示。Gao在文 [63]中明确指出：后屈曲梁模型 (1–39)存

图 1–2后屈曲梁模型。
Fig. 1–2 Beam model

在多解，而且这些解对轴向力 λ和横向分布载荷 f(x)极为敏感，因而一般的

数值方法很难求出所有的解。

不失一般性，本文考虑以下两种边界条件

(a) 固端/简单支承：

w(0) = w(L) = w′(0) = w′′(L) = 0; (1–41)

(b) 两端简单支承：

w(0) = w(L) = w′′(0) = w′′(L) = 0. (1–42)

在同伦分析方法框架中，本文在初始解里引入一个未知参数，通过同时调节该

参数和收敛控制参数，本文成功获得以上两种边界条件的后屈曲梁模型的所有

解析近似解。此方法简便易行，进一步说明了同伦分析方法对于多解敏感问题

的有效性。
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1.4 倒向型/正倒向型随机微分方程
倒向型随机微分方程（backward stochastic differential equations, BSDE）在

金融、科学和工程领域中广泛存在，可以用来描述股票市场，随机控制和化学

合成等现象。倒向型随机微分方程的一般形式为−dyt = f(t, yt, zt)dt− zt dWt, 0 ≤ t ≤ T,

yT = ξ,
(1–43)

这里：Wt = (W 1
t , · · ·,W d

t )
∗ 是一个定义在完备概率空间 (Ω,F , P, {Ft}0≤t≤T )上

的 d维布朗变量；T > 0表示确定的终端时间；∗ 为矩阵的转置符号。在金融

领域中，yt和 zt分别代表 t时刻的动态价格和风险指标。

正倒向型随机微分方程（forward backward stochastic differential equations,
FBSDE）则由给定初始条件的正向随机微分方程（SDE）和给定终端条件的倒
向型随机微分方程组成。在 1990年，Pardoux和彭实戈 [64]证明了非线性倒向
型随机微分方程解的存在性和唯一性，奠定了正倒向型随机微分方程的理论基

础。在 1991年，彭实戈 [65, 66]进一步证明了，在某些限定条件下，正倒向型
随机微分方程可以等效为一种二阶拟线性随机微分方程。从那以后，倒向型/正
倒向型随机微分方程开始受到学术界的广泛关注 [67–73]。在完备的概率空间
(Ω,F , P, {Ft}0≤t≤T )里，正倒向型随机微分方程的一般形式为

dxt = b(t, xt, yt, zt)dt+ σ(t, xt, yt, zt)dWt,

−dyt = f(t, xt, yt, zt)dt− ztdWt, 0 ≤ t ≤ T,

x0 = ϵ, yT = ξ,

(1–44)

其中，Wt 是一个 r 维布朗变量；ϵ ∈ F0；ξ ∈ FT；b : Ω × [0, T ] × Rd × Rm ×
Rm×r → Rd；σ : Ω × [0, T ] × Rd × Rm × Rm×r → Rd×r；f : Ω × [0, T ] × Rd ×
Rm × Rm×r → Rm；xt ∈ Rd；yt ∈ Rm 和 zt ∈ Rm×r 为待求变量。依据广义

Feynman-Kac公式 [66, 71]，方程（1–44）的解 (yt, zt)满足如下关系

yt = u(t, xt), zt = (∇xuσ) (t, xt), (1–45)

这里 u(t, x)是如下偏微分方程的经典解：

∂u

∂t
+

d∑
i=1

bi
∂u

∂xi
+

1

2

d∑
i,j=1

[σσ∗]ij ·
∂2u

∂xi∂xj
+ f(t, x, u,∇xuσ) = 0, (1–46)
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并服从边界条件

u(T, x) = ξ. (1–47)

在 2007年，Cheridito和其他一些学者 [74]在正倒向型随机微分方程的基
础上，首先提出了二阶正倒向型随机微分方程的概念 [74–76]。在完备的概率
空间 (Ω,F , P, {Ft}0≤t≤T )里，耦合的二阶正倒向型随机微分方程的一般形式为

dxt = b(t,Θt)dt+ σ(t,Θt)dWt,

−dyt = f(t,Θt)dt− ztdWt,

dzt = Atdt+ ΓtdWt, 0 ≤ t ≤ T,

x0 = ϵ, yT = ξ,

(1–48)

这里，Θt = (xt, yt, zt, At,Γt) ∈ Rm × R × Rd × Sd 为待求变量；(Ω, F , P ) 是
一个给定的概率空间；Wt 是一个 d维的布朗变量；Sd 代表 d × d实矩阵集；

b : Ω×[0, T ]×Rm×R×Rd×Sd → Rm；σ : Ω×[0, T ]×Rm×R×Rd×Sd → Rm×d；

f : Ω × [0, T ] × Rm × R × Rd × Sd → R。在某些假定前提下 [74, 75]，方程组
(1–48)的解 (yt, zt, At, Γt)满足关系 yt = u(t, xt), zt = (∇xuσ) (t, xt),

Γt = (∇x(∇xuσ)σ) (t, xt), At =
(
L̃(∇xuσ)

)
(t, xt),

(1–49)

这里，L̃为一个二阶椭圆微分算子

L̃ϕ =
∂ϕ

∂t
+∇xϕ(t, x)b(t, x) +

1

2
tr
(
σ(t, x)σ∗(t, x)∇2

xϕ
)
, (1–50)

∇2
xϕ为一个 Hessian矩阵 [77]，即 ∇xϕ = (∂x1ϕ, · · · , ∂xmϕ)。

过去二十余年里，学者们提出了许多数值方法来求解上述倒向型/正倒向
型/二阶正倒向型随机微分方程 [78–89]，如：四步法 [90]，随机时间算法 [91]，
时空离散算法 [92]，线性近似算法 [93]等。在 2006年，赵卫东等人 [94]针对
倒向型随机微分方程提出一种 θ 格式的数值方法，并成功证明：当 θ ̸= 1

2
时，

该格式具有一阶收敛精度；当 θ = 1
2
时，该格式具有二阶收敛精度。然而据作

者所知，目前大多数数值格式只能求解低维的倒向型随机微分方程，较少的数

值方法可以求解正倒向型/二阶正倒向型随机微分方程，只有极少的数值方法
可以求解高维的（大于三维）正倒向型随机微分方程 [86, 95, 96]！因为数值方
法很难回避所谓的“维数灾难”。
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本文应用同伦分析方法，成功求解了三种不同类型的倒向型随机微分方

程和三种不同类型的正倒向型随机微分方程（包含一个 12维的算例）。而且
在 6维情况下，若要求获得同样精度的解，同伦分析方法的计算效率比数值
方法高 3000余倍。这些均揭示了应用同伦分析方法求解倒向型/正倒向型随机
微分方程的巨大潜力。此外，在这 6个算例中，作者使用了相同的线性算子
L[u] = ∂u

∂t
，并都得到了收敛的结果，这说明在偏微分方程（1–46）中，时间变

量 t应占主导地位。
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第二章 应用同伦分析方法求解任意水深中的极限
斯托克斯波

2.1 极限斯托克斯波的数学描述

本文考虑二维、无粘性、无旋和不可压缩的周期性重力波，重力是唯一作

用的外力，且忽略表面张力和空气流动引起的压力变化，水域带有水平底部。

在惯性坐标系下，重力波从右向左以定常波速 c移动。让参考坐标系随着波峰

一起移动，则二维周期性重力波在参考坐标系下为稳态。

如图2–1（a）所示，λ、H 和 g 分别表示波长、波高和重力加速度。把 x

轴固定在水平底部上方 d处，并令自由水面处的流函数 Ψ = 0，水平底部的流

函数 Ψ = −c d。则根据自由面处的伯努利条件，有

vv̄ + 2gy = K, Ψ = 0, (2–1)

这里：速度 v = vx − ivy，v̄表示 v的共轭复数，K 为未知常数。

引入变换

x+ iy = z(x, y) = z(ζ) = i

[
lnζ +

+∞∑
j=1

aj
j

(
ζj − r2j0

ζj

)]
, (2–2)

这里，ζ = Reiθ；R，r0 和 θ分别代表半径，内半径和幅角；a1，a2，· · ·，aj，
· · · 为待求常系数。则物理平面“z”上的波浪运动区域“ABODEA”可映射
至“ζ”平面上的环形区域“ABODEA”，如图2–1所示；水平底部 Ψ = −c d和
自由水面 Ψ = 0分别映射至圆周 R = r0 = e−d 和 R = 1上。显然，r0 = 0和

r0 → 1分别对应无限水深和极浅水深工况。复速度势 w可表示为

w = Φ+ iΨ = i c lnζ = c θ + i c lnR, (2–3)

这里 Φ表示速度势。
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(a) z平面

(b) ζ 平面

图 2–1保角映射
Fig. 2–1 Conformal transformation

根据公式 (2–2)，有


− x = θ +

+∞∑
j=1

aj
j

(
Rj +

r2j0
Rj

)
sin(jθ),

y = lnR +
+∞∑
j=1

aj
j

(
Rj − r2j0

Rj

)
cos(jθ).

(2–4)
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则波长

λ = x
∣∣∣
R=1,θ=0

− x
∣∣∣
R=1,θ=2π

= 2π, (2–5)

波陡

H

λ
=

1

2π

(
y
∣∣∣
R=1,θ=0

− y
∣∣∣
R=1,θ=π

)
=

+∞∑
j=1

aj
2jπ

(
1− r2j0

) [
1− cos(jπ)

]
. (2–6)

根据公式 (2–3),复速度

v =
dw
dz

=
dw
dζ

dζ
dz

=
c

f(ζ)
, (2–7)

这里，

f(ζ) = 1 +
+∞∑
j=1

aj

(
ζj +

r2j0
ζj

)
. (2–8)

注意到波峰处的速度为 0，因而公式 (2–1)可化为

vv̄ + 2g

∫ θ

0

Im
[

dz
dζ

dζ
dθ

]
dθ = 0, 当 Ψ = 0. (2–9)

把 (2–2), (2–7), (2–8)代入到 (2–9)中,我们可以得到如下非线性代数方程

2g

c2
f f̄

∫ θ

0

Im
[
f
]
dθ − 1 = 0, R = 1. (2–10)

理论上要精确求解方程 (2–10)，傅里叶系数 a1，a2，· · ·，aj，· · · 需要全
部保留，然而实际上我们仅能考虑有限项。因此我们保留前 r 个傅里叶系数

a1，a2，· · ·，ar，即

f(ζ) ≈ a0 +
r∑

j=1

aj

(
ζj +

r2j0
ζj

)
, a0 = 1. (2–11)

把 (2–11)代入到 (2–10)，并让方程左右两边 cos(kθ)（k = 0, 1, 2, · · · , r）前的
系数相等，我们可以得到如下 (r + 1)个代数方程 1:

c2 = g

(
2j0h0 +

r∑
n=1

jnhn

)
, (2–12)

1详细推导请见附录 A。
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和

Nk[a1, a2, · · · , ar]

= j0hk + jkh0 +
1

2

(
k−1∑
n=1

jnhk−n +
r−k∑
n=1

jnhn+k +
r∑

n=1

jn+khn

)
= 0, (2–13)

这里 Nk (k = 1, 2, · · · , r)为非线性算子，且

h0 =
r∑

n1=1

an1

(
1− r2n1

0

)
n1

,

hn = −an (1− r2n0 )

n
当 1 ≤ n ≤ r,

j0 = 1 +
r∑

n1=1

a2n1

(
1 + r4n1

0

)
,

jn = 2

[
r−n∑
n1=0

(
1 + r2n+4n1

0

)
an1an1+n +

n−1∑
n1=1

r2n−2n1
0 an1an−n1

]
当 1 ≤ n ≤ r,

jn = 2
r∑

n1=n−r

r2n−2n1
0 an1an−n1 当 r < n ≤ 2r.

(2–14)

求解极限斯托克斯波问题也因此转化为求解方程（2–12）和（2–13）中的
(r + 1)个未知常数 c，a1，a2，· · ·，ar。

2.2 同伦分析方法求解步骤

令 aj,0为 aj (j = 1, 2, · · · , r)的初始猜测解，c0为非零的辅助参数（称之为
收敛控制参数），嵌入变量 q ∈ [0, 1]。我们构造如下方程组

(1− q)
[
Ωk(q)− ak,0

]
= c0 q Nk

[
Ω1(q),Ω2(q), · · · ,Ωr(q)

]
, k = 1, 2, · · · , r, (2–15)

这里，非线性算子N1,N2, · · · ,Nr由 (2–13)定义，未知函数Ω1(q)，Ω2(q)，· · ·，
Ωr(q)分别对应于待求傅里叶系数 a1，a2，· · ·，ar 。

当 q = 0时，显然方程 (2–15)有如下唯一解

Ωk(0) = ak,0, k = 1, 2, · · · , r. (2–16)
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当 q = 1时，若假定

Ωk(1) = ak, k = 1, 2, · · · , r. (2–17)

则方程 (2–15)可化为原方程 (2–13)。随着嵌入变量 q 从 0逐渐增加至 1，函数

Ωj(q)从初始猜测 aj,0 连续变化至待求系数 aj (j = 1, 2, · · · , r)，因此我们称方
程 (2–15)为零阶形变方程。由 (2–16)，我们可得到如下麦克劳林级数

Ωn(q) = an,0 +
+∞∑
k=1

an,k q
k, n = 1, 2, · · · , r, (2–18)

这里：

an,k = Dk[Ωn(q)], n = 1, 2, · · · , r, (2–19)

我们称

Dk[f ] =
1

k!

∂kf

∂qk

∣∣∣∣
q=0

(2–20)

为对 f 的 k阶同伦求导。假定我们恰当地选取收敛控制参数 c0，使得麦克劳林

级数 (2–18)在 q = 1处收敛，则根据 (2–17),我们可得到所谓的同伦级数解

an =
+∞∑
k=0

an,k, n = 1, 2, · · · , r. (2–21)

将 (2–18)代入到零阶形变方程 (2–15)中，并让方程左右两边与 q有关的各

项指数幂均相等，可得到如下m阶同伦形变方程

ak,m − χmak,m−1 = c0 Dm−1

[
Nk

]
, k = 1, 2, · · · , r, (2–22)
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这里：

Di

[
Nk

]
=

i∑
n2=0

{
−

[
ak,i−n2

(
1− r2k0

)
k

]

×

[
1− χn2+1 +

r∑
n1=1

n2∑
n3=0

(
1 + r4n1

0

)
an1,n3an1,n2−n3

]

+ 2

[
r∑

n1=1

an1,i−n2

(
1− r2n1

0

)
n1

][
k−1∑
n1=1

n2∑
n3=0

r2k−2n1
0 an1,n3ak−n1,n2−n3

+
r−k∑
n1=0

n2∑
n3=0

(
1 + r2k+4n1

0

)
an1,n3an1+k,n2−n3

]

−
k−1∑
n=1

[
ak−n,i−n2

(
1− r2k−2n

0

)
k − n

][
n−1∑
n1=1

n2∑
n3=0

r2n−2n1
0 an1,n3an−n1,n2−n3

+
r−n∑
n1=0

n2∑
n3=0

(
1 + r2n+4n1

0

)
an1,n3an1+n,n2−n3

]

−
r−k∑
n=1

[
ak+n,i−n2

(
1− r2k+2n

0

)
k + n

][
n−1∑
n1=1

n2∑
n3=0

r2n−2n1
0 an1,n3an−n1,n2−n3

+
r−n∑
n1=0

n2∑
n3=0

(
1 + r2n+4n1

0

)
an1,n3an1+n,n2−n3

]

−
r−k∑
n=1

[
an,i−n2 (1− r2n0 )

n

] [ n+k−1∑
n1=1

n2∑
n3=0

r2n+2k−2n1
0 an1,n3an+k−n1,n2−n3

+
r−n−k∑
n1=0

n2∑
n3=0

(
1 + r2n+2k+4n1

0

)
an1,n3an1+n+k,n2−n3

]

−
r∑

n=r−k+1

[
an,i−n2 (1− r2n0 )

n

]

×

[
r∑

n1=n+k−r

n2∑
n3=0

r2n+2k−2n1
0 an1,n3an+k−n1,n2−n3

]}
, (2–23)

其中：

a0,0 = 1, a0,k = 0 当 k ≥ 1,
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且：

χk =

{
0 当 k ≤ 1,

1 当 k > 1.
(2–24)

注意到在同伦分析方法的框架中，我们有极大的自由选取初始猜测解 a1,0，

a2,0，· · ·，ar,0。为简单起见，我们选取

ak,0 =
1

k
, k = 1, 2 · · · , r. (2–25)

一旦我们求得 a1,k，a2,k，· · · , ar,k ，则根据高阶形变方程 (2–23)，可依次求出
待求系数 a1，a2，· · ·，ar 的 n阶同伦级数解

Ω̃i,n =
n∑

k=0

ai,k, i = 1, 2 · · · , r. (2–26)

当求出 a1，a2，· · ·，ar ，将其代入到方程 (2–12)中，波速 c即可得到。

我们定义平方剩余误差

E =
r∑

i=1

(
Ni

[
Ω̃1, Ω̃2, · · · , Ω̃r

])2
, (2–27)

这里非线性算子 N1，N2，· · ·，Nr 按 (2–13)定义。显然，当误差 E 越小,求得
的同伦级数解 (2–26)越精确。而且廖世俊 [30, 31]已严格证明：若误差 E 趋近
于 0，则同伦级数解必定收敛至原方程的一个解。因而，我们仅需考虑剩余误
差 (2–27)即可。

2.3 无限水深中的结果

根据 [30]，使用迭代技巧可有效加速同伦级数解的收敛速度。n阶同伦迭
代的具体步骤为：把 n阶同伦近似解 Ω̃1,n，Ω̃2,n，· · · , Ω̃r,n取代下一次迭代的初

始猜测解 a1,0，a2,0，· · ·，ar,0，即：a1,0 = Ω̃1,n，a2,0 = Ω̃2,n，· · · , ar,0 = Ω̃r,n，

并进行计算。

图 2–2 2 给出了迭代技巧对同伦分析方法收敛速度的影响。我们发现虽然

无论是否使用迭代技巧，同伦分析方法均能给出收敛的结果，但是同伦迭代方

法的计算效率远高于非迭代的同伦分析方法，而且一阶同伦迭代方法的计算效

率最高。因此本章我们均采取一阶同伦迭代方法。
2采用 C语言，计算机拥有 8个 CPU，i7 3.60GHz处理器，8GB内存。
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图 2–2极限斯托克斯波，当 r0 = 0，r = 100，c0 = −0.2时，误差与计算时间的关系曲线
图
Fig. 2–2 The squared residual error, E , versus used CPU times in the case of r0 = 0, r = 100 and
c0 = −0.2.

表 2–1给出了采用一阶同伦迭代方法，在无限水深，c0 = −0.2，r = 100，

使用初始猜测解 (2–25)的工况下的计算结果。可以发现平方剩余误差 E(2–27)
会迅速降至 10−17 量级，这说明：同伦分析方法能确保所有的傅里叶系数 a1，

a2，· · ·，ar 之同伦级数解均收敛！图 2–3 给出了收敛控制参数 c0 对同伦级

数解 a1 的影响。我们发现 c0 = −0.4 会导致结果发散，虽然 c0 = −0.2 和

c0 = −0.1均能给出收敛的结果，但 c0 = −0.2显然收敛更快。这说明通过调节

收敛控制参数 c0，可有效控制结果的收敛性和收敛速度，|c0|越小，级数解收
敛越慢。表 2–2给出了截断项数 r对结果的影响。我们发现，对于深水中的极

限斯托克斯波，要获得精确的结果，项数 r 必须取得足够大（r > 5000）。这
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从数学上很容易理解，因为只有保留足够多的傅里叶系数，才能很好地拟合具

有 120◦ 尖角的波峰。极限斯托克斯波在无限水深中所对应的波陡之精确值为

H/λ = 0.14108。

表 2–1无限水深，c0 = −0.2，r = 100，使用初始猜测解 (2–25)，一阶同伦迭代方法在不
同迭代次数所给出的计算结果。
Table 2–1 The squared residual error E , wave steepness H/λ and wave speed parameter
(gλ)/ (2πc2) versus iteration times in the case of r0 = 0, given by the first-order HAM-based
iteration approach using c0 = −0.2, r = 100, and the initial guess (2–25).

m, iteration times E H/λ (gλ)/(2πc2)

20 1× 10−2 0.10623 1.0573
50 3× 10−3 0.15083 0.8153
100 5× 10−5 0.13846 0.8494
200 3× 10−9 0.13974 0.8422
300 3× 10−13 0.13973 0.8422
400 1× 10−17 0.13973 0.8422

表 2–2在无限水深，c0 = −0.2的工况条件下，一阶同伦迭代方法取不同项数 r所给出的
计算结果。
Table 2–2 Wave steepness H/λ and wave speed parameter (gλ)/ (2πc2) versus truncated terms r
in the case of r0 = 0 (in infinite depth), given by the first-order HAM-based iteration approach
using c0 = −0.2.

r H/λ (gλ)/(2πc2)

50 0.13926 0.8391
500 0.14085 0.8397
1000 0.14102 0.8388
2000 0.14107 0.8383
3000 0.14108 0.8382
4000 0.14109 0.8382
5000 0.14108 0.8381
6000 0.14108 0.8381
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c0 = -0.1
c0 = -0.25
c0 = -0.4

图 2–3 在无限水深，r = 100 的工况条件下，a1 与迭代次数 n 的关系曲线图，– – –，
c0 = −0.1；——，c0 = −0.25；– · –，c0 = −0.4。
Fig. 2–3 The first Fourier coefficient, a1, versus iteration times, n, in the case of r0 = 0, given by the
first-order HAM-based iteration approach using r = 100 and the convergence-control parameter
c0 = −0.1,−0.25,−0.4 respectively. – – –, c0 = −0.1; ——, c0 = −0.25; – · –, c0 = −0.4.

图2–4比较了 r = 5000和 6000时的傅里叶系数值。发现这两种工况下的傅
里叶系数值相吻合，说明 r > 5000已能给出精确的结果。而且从图2–4中可以
发现高阶傅里叶系数 aj下降地非常缓慢，这说明结果会收敛的很慢。因此为得

到精确的结果，我们不得不取足够大 r。图 2–5比较了同伦迭代方法和 Schwartz
[6]摄动方法所给出的波面图，发现两者吻合很好。除此之外，同伦迭代方法
给出的波面在波峰处具有 119.3◦夹角，与理论值 120◦一致。

值得强调得是，Schwartz在其文 [6]中曾明确指出：帕德近似无法给出极
限波浪的精确波面；帕德近似仅仅只能确保前几项傅里叶系数 aj 的精度。然
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j

a j

100 101 102 1030

0.1

0.2

0.3

r=5000
r=6000

图 2–4在无限水深，c0 = −0.2的工况条件下，由一阶同伦迭代方法给出的所有傅里叶系
数 aj，◦，r = 5000；——，r = 6000。
Fig. 2–4 Fourier coefficients aj in the case of r0 = 0 (in infinite depth), given by the first-order
HAM-based iteration approach using c0 = −0.2. ◦, r = 5000; ——, r = 6000.

而，采用同伦迭代方法，我们无需借助任何近似手段（如帕德近似和外推技

巧），即可确保所有的傅里叶系数 aj 均收敛。这强有力地证明了同伦分析方法

优于摄动方法 [6]。

2.4 有限水深中的结果

不失一般性，我们先考虑工况 r0 = 0.05。注意到在同伦分析方法框架中，

我们有极大的自由选取初始猜测解，而更优的初始猜测解往往对应于更快的收

敛速度。考虑到随着水深变浅（r0 从 0增加至 1），傅里叶系数 a1，a2，· · ·，
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图 2–5极限斯托克斯波在无限水深中的波面图，——，一阶同伦迭代方法；◦，Schwartz
[6]摄动方法。
Fig. 2–5 Wave profiles in the case of r0 = 0. ——, given by the first-order HAM-based iteration
approach; ◦, given by Schwartz’s perturbation method with the aid of a so-called series completion
method [6].

ar 会连续变化，r0 = 0所对应的傅里叶系数 a1，a2，· · ·，a5000 显然比我们随
意选取的一组值 (2–25)更适合作为工况 r0 = 0.05的初始猜测解。换句话说，

如果我们已经求出 r0 = 0时的傅里叶系数 a1，a2，· · ·，a5000；对于 r0 = 0.05，

我们应选取如下初始猜测解

ak,0 =

{
ak 当 1 ≤ k ≤ 5000,

a5000 当 5000 < k,
(2–28)

当 r0 = 0.05，我们发现：若将 (2–25)作为初始猜测解，则收敛控制参数
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c0 的收敛区间为 [−0.2, 0)，需要 400次迭代（c0 = −0.2）才能得到收敛的结

果，如表2–3所示；而若将 (2–28) 作为初始猜测解，c0 的收敛区间可增大至

c0 ∈ [−1.2, 0)，迭代 30次即可得到精确的结果，如表2–4所示。这很好地解释
了为什么我们应该采用 (2–28)而不是 (2–25)作为初始猜测解。

表 2–3 r0 = 0.05，c0 = −0.2，r = 5500，采用一阶同伦迭代方法并将 (2–25)作为初始猜测
解所得到的结果。
Table 2–3 Wave steepness H/λ and wave speed parameter (gλ)/ (2πc2) versus iteration times,
m, in the case of r0 = 0.05, given by the first-order HAM-based iteration approach using the
convergence-control parameter c0 = −0.2, the truncated terms r = 5500 and the initial guess
(2–25).

m, iteration times H/λ (gλ)/(2πc2)

10 0.18670 0.5663
50 0.13681 0.9099
100 0.13976 0.8455
200 0.14033 0.8416
300 0.14023 0.8421
400 0.14026 0.8421
500 0.14026 0.8421

表 2–4 r0 = 0.05，c0 = −1.2，r = 5500，采用一阶同伦迭代方法并将 (2–28)作为初始猜测
解所得到的结果。
Table 2–4 Wave steepness H/λ and wave speed parameter (gλ)/ (2πc2) versus iteration times,
m, in the case of r0 = 0.05, given by the first-order HAM-based iteration approach using the
convergence-control parameter c0 = −1.2, the truncated terms r = 5500 and the initial guesses
(2–28).

m, iteration times H/λ (gλ)/(2πc2)

10 0.14018 0.8423
20 0.14024 0.8422
30 0.14026 0.8421
40 0.14026 0.8421
50 0.14026 0.8421
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类似地，我们将 r0 = 0.05 的结果作为 r0 = 0.1 的初始猜测解，然后将

r0 = 0.1的结果作为 r0 = 0.15的初始猜测解。按这种策略，任意水深中的精确

结果均可得到，如表2–5所示。根据计算，随着水深变浅，收敛控制参数 c0 的

收敛域会随之变大。我们发现，若利用 r0 = 0.05k的结果作为初始猜测解，来

计算水深 r0 ∈ (0.05k, 0.05(k + 1)]的工况，最优的 c0可由如下经验公式给出

c0 = −1.2− k3

2000
, 0 ≤ k ≤ 19. (2–29)

注意到，当 |c0|越大，相对应的收敛速度越快（如图 2–3）。因此，选取合适的
c0的确不但能确保同伦级数解收敛，而且能提高收敛速度。根据计算，对于任

意水深，我们无需借助任何的近似技巧（如帕德近似和外推技巧），迭代数百

次后即可得到收敛的结果。这些均证实了同伦分析方法对于该问题的有效性。

表 2–6给出了一阶同伦迭代方法在 r0 = 0.99时取不同 r的结果。可以发现

取 r = 50000已能得到精确值。此外，图2–6给出了在 r0 = 0.99工况条件下的

所有傅里叶系数，发现 r = 40000与 r = 50000的结果吻合很好。这些均说明，

即使对于极浅水深，同伦分析方法依然能确保所有的傅里叶系数均收敛。

在 1880年，Stokes [26]曾猜测：任意水深中的极限波浪的波峰夹角都为
120◦。这个猜想随后在 1982年同时被 Amick et al. [97]和 Plotnikov [98]分别独
立证明。然而据作者所知，在极浅水深中的极限波浪之精确波面至今未曾有人

给出。这是因为目前几乎所有的解析、数值方法均无法求出精确的高阶傅里

叶系数，而要描述尖峰波面，精确的高阶傅里叶系数必不可少。因此，Cokelet
[10]摄动方法虽然对 r0 < 0.9均能够给出较为精确的H/d值，但当 r0 > 0.5时，

Cokelet [10]摄动方法就无法给出波面图。所幸，对于任意水深的极限波浪，通
过选取合适的收敛控制参数 c0，同伦分析方法无需采用任何近似技巧即可确保

所有的傅里叶系数均收敛，因此也能直接给出精确的波面，如图 2–7所示。此
外，表2–7给出了不同水深中的极限斯托克斯波的波峰夹角，我们的结果与理
论值 120◦相吻合。

H/d ∼ c2/(gd)和 H/d ∼ λ/d的拟合公式分别为

H

d
= 0.58557

c2

gd
+ 0.62667

(
c2

gd

)2

− 0.73410

(
c2

gd

)3

+ 0.19634

(
c2

gd

)4

, (2–30)

H

d
=

0.14109 λ
d
+ 0.00804

(
λ
d

)2
+ 0.00949

(
λ
d

)3
1 + 0.09671 λ

d
+ 0.02695

(
λ
d

)2
+ 0.01139

(
λ
d

)3 , (2–31)

拟合曲线如图2–8所示。
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表 2–5极限斯托克斯波在不同水深中的结果。
Table 2–5 Results for a variety of water depths, given by the first-order HAM-based iteration ap-
proach.

r0 r d/λ H/λ H/d (gλ)/(2πc2)

0 5000 ∞ 1.4108× 10−1 0 0.8381
0.05 5500 4.77× 10−1 1.4026× 10−1 0.2942 0.8421
0.10 6000 3.66× 10−1 1.3782× 10−1 0.3761 0.8540
0.15 6500 3.02× 10−1 1.3386× 10−1 0.4433 0.8739
0.20 7000 2.56× 10−1 1.2851× 10−1 0.5017 0.9022
0.25 7500 2.21× 10−1 1.2197× 10−1 0.5528 0.9395
0.30 8000 1.92× 10−1 1.1446× 10−1 0.5973 0.9864
0.35 8500 1.67× 10−1 1.0618× 10−1 0.6355 1.0442
0.40 9000 1.46× 10−1 9.7388× 10−2 0.6678 1.1145
0.45 9500 1.27× 10−1 8.8289× 10−2 0.6947 1.2001
0.50 10000 1.10× 10−1 7.9084× 10−2 0.7169 1.3048
0.55 10500 9.51× 10−2 6.9943× 10−2 0.7351 1.4344
0.60 11000 8.13× 10−2 6.0995× 10−2 0.7502 1.5977
0.65 11500 6.86× 10−2 5.2327× 10−2 0.7632 1.8091
0.70 12000 5.68× 10−2 4.3983× 10−2 0.7748 2.0922
0.75 14000 4.58× 10−2 3.5968× 10−2 0.7856 2.4898
0.80 16000 3.55× 10−2 2.8263× 10−2 0.7958 3.0876
0.85 18000 2.59× 10−2 2.0840× 10−2 0.8057 4.0856
0.90 22000 1.68× 10−2 1.3670× 10−2 0.8152 6.0838
0.95 28000 8.16× 10−3 6.7292× 10−3 0.8243 12.084
0.97 37000 4.85× 10−3 4.0128× 10−3 0.8278 20.087
0.99 50000 1.60× 10−3 1.3281× 10−3 0.8303 60.175
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表 2–6 r0 = 0.99，一阶同伦迭代方法取不同 r时的结果。
Table 2–6 Wave steepness H/λ and wave speed parameter (gλ)/ (2πc2) versus truncated terms r
in the case of r0 = 0.99, given by the first-order HAM-based iteration approach.

r H/λ (gλ)/(2πc2)

21000 1.3229× 10−3 60.410
28000 1.3251× 10−3 60.312
35000 1.3264× 10−3 60.249
40000 1.3272× 10−3 60.214
50000 1.3281× 10−3 60.175

55000 1.3281× 10−3 60.175

表 2–7一阶同伦迭代方法在不同水深条件下所给出的波峰夹角。
Table 2–7 Included crest angles in a variety of depths, given by the first-order HAM-based iteration
approach.

r0 included crest angle

0 119.3◦

0.3 119.2◦

0.6 119.4◦

0.9 120.2◦

0.99 119.2◦
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j

a j

100 101 102 103 1040

0.001
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0.003

r = 40000
r = 50000

图 2–6 r0 = 0.99 时，用一阶同伦迭代方法求出的所有傅里叶系数。◦, r = 40000; ——,
r = 50000.
Fig. 2–6 Fourier coefficients aj in the case of r0 = 0.99, given by the first-order HAM-based
iteration approach. ◦, r = 40000; ——, r = 50000.

表 2–8比较了不同方法所给出的极限斯托克斯波在不同水深中的 H/λ值。

可以发现 Schwartz [6]方法仅对于 r0 < 0.7有效，而且结果偏大；Cokelet [10]
方法仅对 r0 ≤ 0.8有效；Williams [13]数值方法仅对 r0 ≤ 0.9有效，而且结果

精度很高；同伦分析方法对 r0 ≤ 0.99均有效！

图2–9比较了不同方法给出的 H/λ ∼ r0。可以发现，即使使用帕德近似

和 Shanks迭代 e1变换，Schwartz[6]摄动方法也仅对 r0 ∈ [0, 0.7]有效；William
[13]数值方法仅对 r0 ∈ [0, 0.9]有效；然而同伦分析方法对 r0 ∈ [0, 0.99]均有

效。图2–10比较了不同方法给出的 H/d ∼ c2/(gd)。不难发现，Cokelet [10]摄
动方法对于 r0 ≥ 0.9失效，而同伦分析方法几乎对于任意水深均有效；除此之
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x/

y/

-0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0
-0.06

0

0.06

0.12

infinite depth
d/  = 0.192
d/  = 0.081
d/  = 0.017

图 2–7极限斯托克斯波在不同水深中的波面图。
Fig. 2–7 Wave profiles in a variety of water depths, given by the first-order HAM-based iteration
approach.

外，对于 r0 = 0.99，使用同伦分析方法获得的 H/d与孤立波结果(
H

d

)
max

=
c2

2gd
当 r0 = 1 (2–32)

相吻合，这说明孤立波理论能被统一到斯托克斯波理论中。

根据 Hedges [99]，当 Ursell 数 Hλ2/d3 > 4000 时，有限水深波浪即可视

为孤立波。而当 r0 = 0.99时，λ/d ≈ 600，Ursell数 Hλ2/d3 已大于 3 × 105。

这进一步证实了：有限水深（斯托克斯）波理论对于任意水深均有效，如

图2–11所示。因此，在同伦分析方法框架中，无限水深/有限水深波理论，椭
圆余弦波理论，孤立波理论均能统一到斯托克斯波理论中。而且，孤立波
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c2/(gd)

H
/d
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0

0.3

0.6
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(a) H/d ∼ c2/(gd)

/d

H
/d

100 101 1020

0.3

0.6

0.9

(b) H/d ∼ λ/d

图 2–8 H/d与 c2/(gd)和 λ/d的拟合曲线。
Fig. 2–8 Comparison of H/d given by the HAM-based iteration approach and fitted formulas
(2–30), (2–31). •, the first-order HAM-based iteration approach; (a) ——, (2–30); (b) ——, (2–31).

表 2–8极限斯托克斯波在不同水深中的 H/λ值。
Table 2–8 Limiting wave steepness, H/λ, in a variety of depths.

r0 Schwartz [6] Cokelet [10] Williams [13] the HAM

0 1.4118× 10−1 1.41055× 10−1 1.41063× 10−1 1.4108× 10−1

0.1 1.380× 10−1 1.378× 10−1 1.37801× 10−1 1.3782× 10−1

0.2 1.285× 10−1 1.285× 10−1 1.28495× 10−1 1.2851× 10−1

0.3 1.145× 10−1 1.1443× 10−1 1.14439× 10−1 1.1446× 10−1

0.4 9.75× 10−2 9.739× 10−2 9.7374× 10−2 9.7388× 10−2

0.5 7.91× 10−2 7.910× 10−2 7.9072× 10−2 7.9084× 10−2

0.6 6.14× 10−2 6.090× 10−2 6.0984× 10−2 6.0995× 10−2

0.7 4.5× 10−2 4.374× 10−2 4.3975× 10−2 4.3983× 10−2

0.8 —– 2.79× 10−2 2.8258× 10−2 2.8263× 10−2

0.9 —– 1.5× 10−2 1.3667× 10−2 1.3670× 10−2

0.95 —– —– —– 6.7292× 10−3

0.97 —– —– —– 4.0128× 10−3

0.99 —– —– —– 1.3281× 10−3
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r0

H
/

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.05

0.1

0.15

图 2–9 ——，一阶同伦迭代方法；�，Schwartz [6]摄动方法并使用帕德近似；N，Schwartz
[6]摄动方法并使用帕德近似和 Shanks迭代 e1变换；�，Williams [13]数值方法。
Fig. 2–9 Comparison of the limiting wave steepnessH/λ. ——, the first-order HAM-based iteration
approach; �, perturbation method with the aid of Padé approximants [6]; N, perturbation method
with the aid of both Padé approximants and Shanks’s iterated e1 transformation [6]; �: Williams’s
numerical method [13].

的极限波高一直是人们关心的一个话题，Yamada [3]，Lenau [100]，Yamada
and Shiotani [4]和 Longuet-Higgins and Fenton [7]曾给出H/d = 0.827，但Witting
[101]，Witting and Bergin [102]，Williams [13]和 Hunter and Vandenbroeck [15]却
给出 H/d = 0.8332。本文支持 H/d = 0.8332（因为当 r0 = 0.99 时，H/d =

0.8303 > 0.827）。

图2–12比较了当 r0 = 0.99时，不同方法给出的波面。发现，仅有同伦分

析方法能给出 119.2◦ 波峰尖角，而 KdV线性解，Laitone二阶近似解 [103]和
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c2/(gd)

H
/d

0.4 0.8 1.2 1.6
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Cokelet
Schwartz
the HAM

H/d=c
2 /(2

gd)

图 2–10 H/d ∼ c2/(gd)。——，一阶同伦迭代方法；•，一阶同伦迭代方法在 r0 = 0.99时
的结果；N，Schwartz [6]；�，Cokelet [10]；— — —，H/d = c2/(2gd)。
Fig. 2–10 Comparison of H/d, versus the squared Froude number, c2/(gd). ——, the first-order
HAM-based iteration approach; •, the case of r0 = 0.99 given by the first-order HAM-based
iteration approach; N, Schwartz [6]; �, Cokelet [10]; — — —, H/d = c2/(2gd).

Fenton九阶近似解 [104]所给出的波面均含光滑波峰。这也说明，在极浅水深
中，仅有同伦分析方法有效。而且相比于 KdV线性解和 Laitone二阶近似解
[103]，Fenton九阶近似解 [104]显然精度更高。

2.5 小结

求解任意水深的斯托克斯波是流体力学中的经典问题，学者们曾提出许

多解析或数值方法，希望能够很好地解决该问题，然而结果却始终不尽人意。
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/d

H
/d
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0.2

0.4

0.6

0.8

1
Williams
the HAM

Stokes theory

Cnoidal theory

Solitary theory

图 2–11 H/d ∼ λ/d。◦，Williams [13]；——，一阶同伦迭代方法；– · –，斯托克斯波理论
和椭圆余弦波理论分界线，即：Ursell数 Hλ2/d3 = 40 [99]；– – –，孤立波：(H/d)max =

0.83322[15]。
Fig. 2–11 Comparison of H/d, versus λ/d. ◦, Williams [13]; ——, the first-order HAM-based
iteration approach; – · –, demarcation line between Stokes and cnoidal theories, the Ursell number
Hλ2/d3 = 40 [99]; – – –, (H/d)max = 0.83322 for solitary wave [15].

目前来说，求解该问题主要存在两个难点：（1）当水深很浅或波高很高时（甚
至达到极限波高），波浪方程的非线性非常强，高阶傅里叶系数很难收敛；（2）
随着保留的傅里叶系数项数增加，解析方法的计算效率会急剧下降。而本文采

用同伦分析方法成功克服了这两个难点。通过调节收敛控制参数 c0，我们无需

借助任何近似技巧（如帕德近似和外推技巧）即可确保所有的傅里叶系数均收

敛。此外，通过引入迭代技巧并选取较优的初始猜测解，对于任意水深，迭代

数百次即可得到收敛的结果，这显示出同伦分析方法对于该问题的有效性和高
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the HAM

图 2–12 – – –，KdV解；– ·· –，Laitone二阶近似解 [103]；– · –，Fenton九阶近似解 [104]；
——，同伦解 (2–10)。
Fig. 2–12 Wave profile in the case of r0 = 0.99. – – –, exact solution of KdV equation; – ·· –,
Laitone’s second order approximation solution [103]; – · –, Fenton’s ninth-order approximation
solution [104]; ——, homotopy approximation solution of equation (2–10).

效性。

应当强调的是，对于极限斯托克斯波问题，其他方法很难给出精确的结

果（特别是波面），而且尤其是在不借助任何近似技巧的前提条件下。据作者

所知，当前极浅水中的极限波浪之精确波面至今未曾有人给出。因此，这是首

次成功得到极浅水中极限波浪的尖峰波面！这充分说明了同伦分析方法的有效

性。

对于不同水深，目前人们普遍采取不同的理论模型：斯托克斯波理论应用

于无限/中等水深；椭圆余弦波理论应用于浅水；孤立波理论（如 KdV方程，
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Boussinesq方程）则应用于极浅水。然而本文发现，斯托克斯波理论对于任意
水深均有效，如图 2–11所示。这充分说明有限水深波理论，椭圆余弦波理论和
孤立波理论可全部统一到有限水深（斯托克斯）波理论框架中。
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第三章 应用同伦分析方法求解大挠度圆薄板方程

3.1 求解微分形式的大挠度圆薄板方程

微分形式的大挠度圆薄板方程为

N1[φ(y), S(y)] = y2
d2φ(y)

dy2
− φ(y)S(y)−Qy2 = 0, (3–1)

N2[φ(y), S(y)] = y2
d2S(y)

dy2
+

1

2
φ2(y) = 0, (3–2)

服从边界条件

φ(0) = S(0) = 0, (3–3)

φ(1) =
λ

λ− 1
· dφ(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

, S(1) =
µ

µ− 1
· dS(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

, (3–4)

这里，

y =
r2

R2
a

, W (y) =
√

3(1− ν2)
w(y)

h
, φ(y) = y

dW (y)

dy
, (3–5)

S(y) = 3(1− ν2)
R2

aNr

Eh3
y, Q =

3(1− ν2)
√
3(1− ν2)R4

a

4Eh4
p, (3–6)

其中，r表示到板中心的径向距离；w(y)、Nr、E、ν、Ra、h和 p分别代表板

的挠度，板的径向薄膜张力，杨氏模量，泊松比，板的半径，板厚和外加均布

载荷；参数 λ和 µ与边界条件有关。由公式 (3–5)，可得无量纲的中心挠度

W (y) = −
∫ 1

y

1

ε
φ(ε)dε. (3–7)

本章考虑以下四种边界条件：

(a) 固定夹紧：λ = 0，µ = 2/(1− ν)；

(b) 可移夹紧：λ = 0，µ = 0；

(c) 简单支承：λ = 2/(1 + ν)，µ = 0；

(d) 简单铰链支承：λ = 2/(1 + ν)，µ = 2/(1− ν)；
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3.1.1 同伦分析方法求解步骤

由于 φ(y)和 S(y)均能被幂函数表达 [51]，即

φ(y) =
+∞∑
m=1

am · ym, S(y) =
+∞∑
m=1

bm · ym, (3–8)

这里 am和 bm均为常系数，我们选取幂函数作为基函数。令

W (0) = a, (3–9)

则根据 (3–7)，有 ∫ 1

0

1

ε
φ(ε)dε = −a. (3–10)

我们构造如下零阶形变方程

(1− q)L
[
Φ(y; q)− φ0(y)

]
= c0qH1(y)

[
y2
∂2Φ(y; q)

∂y2
− Φ(y; q)Ξ(y; q)−Θ(q)y2

]
, (3–11)

(1− q)L
[
Ξ(y; q)− S0(y)

]
= c0qH2(y)

[
y2
∂2Ξ(y; q)

∂y2
+

1

2
Φ2(y; q)

]
, (3–12)

服从边界条件

Φ(0; q) = Ξ(0; q) = 0, (3–13)

Φ(1; q) =
λ

λ− 1
· ∂Φ(y; q)

∂y

∣∣∣∣
y=1

, Ξ(1; q) =
µ

µ− 1
· ∂Ξ(y; q)

∂y

∣∣∣∣
y=1

, (3–14)

并满足限制条件 ∫ 1

0

1

ε
Φ(ε; q)dε = −a. (3–15)

这里，Φ(y; q)、Ξ(y; q)和 Θ(q)分别表示待求函数 φ(y)、S(y)和 Q；φ0(y)和

S0(y)分别为 φ(y)和 S(y)的初始猜测解，且满足条件 (3–3)，(3–4)和 (3–10)；
L为线性算子，并满足 L[0] = 0；H1(y)和 H2(y)为非零的辅助函数；收敛控

制参数 c0为一个非零常数；q ∈ [0, 1]表示嵌入变量。

当 q = 0时，方程 (3–11)-(3–15)有解

Φ(y; 0) = φ0(y), Ξ(y; 0) = S0(y). (3–16)
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当 q = 1时，若假定

Φ(y; 1) = φ(y), Ξ(y; 1) = S(y), Θ(1) = Q. (3–17)

则方程 (3–11)-(3–15)等价于原始方程 (3–1)-(3–4)和 (3–10)。

利用（3–16），Φ(y; q)、Ξ(y; q)和 Θ(q)可展开成如下麦克劳林级数

Φ(y; q) = φ0(y) +
+∞∑
m=1

φm(y) q
m,

Ξ(y; q) = S0(y) +
+∞∑
m=1

Sm(y) q
m,

Θ(q) = Q0 +
+∞∑
m=1

Qm qm. (3–18)

把展开式（3–18）代入到零阶形变方程 (3–11)-(3–15)中，并让方程左右两边
qm（m = 1, 2, · · ·）前系数相等，可得m阶形变方程

L[φm(y)− χmφm−1(y)] = c0H1(y)δ1,m−1(y), (3–19)

L[Sm(y)− χmSm−1(y)] = c0H2(y)δ2,m−1(y), (3–20)

并服从边界条件

φm(0) = Sm(0) = 0, (3–21)

φm(1) =
λ

λ− 1
· dφm(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

, Sm(1) =
µ

µ− 1
· dSm(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

, (3–22)

和限制条件 ∫ 1

0

1

ε
· φm(ε)dε = 0, (3–23)

这里，

χm =

{
0 当m ≤ 1,

1 当m > 1,
(3–24)

δ1,m−1(y) = y2
d2φm−1(y)

dy2
−

m−1∑
k=0

φk(y)Sm−1−k(y)−Qm−1y
2, (3–25)

δ2,m−1(y) = y2
d2Sm−1(y)

dy2
+

1

2

m−1∑
k=0

φk(y)φm−1−k(y). (3–26)
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根据解表达原则，我们选取如下初始猜测解

φ0(y) =
−2a

2λ+ 1
[(λ+ 1)y − y2], S0(y) = (µ+ 1)y − y2 (3–27)

和辅助线性算子

L[u(y)] = d2u(y)

dy2
. (3–28)

根据系数遍历原则，我们选取如下辅助函数

H1(y) = H2(y) =
1

y2
. (3–29)

则高阶形变方程 (3–19)和 (3–20)的通解为

φm(y) = χmφm−1(y) + c0

∫ y

0

∫ η

0

δ1,m−1(τ)

τ 2
dτdη +D1,my +D2,m, (3–30)

Sm(y) = χmSm−1(y) + c0

∫ y

0

∫ η

0

δ2,m−1(τ)

τ 2
dτdη +D3,my +D4,m, (3–31)

这里，D1,m，D2,m，D3,m 和 D4,m 为待求未知常数。注意到，此时通解 (3–30)
和 (3–31) 中有五个未知常数：D1,m，D2,m，D3,m，D4,m 和 Qm−1，而我们恰

好有五个限制条件：(3–21)、(3–22)和 (3–23)。因此 φm(y)、Sm(y)和 Qm−1 可

被唯一确定。当依次求出 φ1(y)、S1(y)、Q0，φ2(y)、S2(y)、Q1· · · 后，可得
φ(y)、S(y)和 Q的M 阶同伦近似解

φ̃(y) =
M∑

m=0

φm(y), S̃(y) =
M∑

m=0

Sm(y), Q̃ =
M∑

m=0

Qm. (3–32)

注意到在同伦分析方法的框架中，引入迭代技巧往往能加速级数解收敛

[30]。若我们把 φ(y)和 S(y)的M 阶同伦近似解分别替代 φ0(y)、S0(y)，并作

为下一次迭代的作为初始猜测解，我们称该方法为 m阶同伦迭代。同时为了

避免迭代过程中项数出现指数型增长，我们对高阶形变方程 (3–19)、(3–20)进
行截断，即

c0H1(y) · δ1,m(y) ≈
N∑
k=0

Em,k · yk, c0H2(y) · δ2,m(y) ≈
N∑
k=0

Fm,k · yk, (3–33)

这里，Em,k 和 Fm,k 为常数，N 称为截断项数。为了刻画计算精度，我们定义

如下误差

E =

∫ 1

0

{(
N1

[
φ̃(y), S̃(y), y

])2

+

(
N2

[
φ̃(y), S̃(y), y

])2
}
dy. (3–34)
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3.1.2 结果

不失一般性，本章所有工况的泊松比均取 ν = 0.3。

3.1.2.1 同伦非迭代方法

本节我们使用同伦非迭代方法，并先考虑工况：固定夹紧边界条件，a = 5

（即：w(0)/h = 3.03）。第 25阶的误差曲线如图 3–1所示，可以发现最优的收
敛控制参数 c0 = −0.28（对应最小的误差 E）。我们取 c0 = −0.28，发现对于

a = 5这个算例，误差 E 可迅速降至 4.9 × 10−12，如表 3–1所示。这说明对于
a = 5（即 w(0)/h = 3.03）这个算例，同伦分析方法可迅速给出收敛的解析近

似解。注意到，摄动方法 [56]的有效域仅为 w(0)/h < 2.44 < 3.03。显然，同

伦分析方法优于摄动方法。

c0

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0
10-5

100

105

1010

1015

1020

图 3–1微分形式的大挠度圆薄板方程，在固定夹紧边界条件下，a = 5，采用同伦非迭代
方法得到的第 25阶误差曲线。
Fig. 3–1 The sum of squared residual errors E versus c0 in the case of a = 5 for a circular plate
with clamped boundary, gained by the HAM-based approach (without iteration).
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表 3–1微分形式的大挠度圆薄板方程，在固定夹紧边界条件下，a = 5，使用同伦非迭代
方法并取 c0 = −0.28的计算结果。
Table 3–1 The approximations ofQ, the squared residual errors E and the used CPU time in the case
of a = 5 with the clamped boundary by means of the HAM (without iteration) using c0 = −0.28.

m, order of approx. E Q CPU time (seconds)

20 6.4× 10−2 131.7 6
40 5.8× 10−4 132.1 35
60 9.3× 10−6 132.1 106
80 2.0× 10−7 132.2 243
100 5.1× 10−9 132.2 465
120 1.5× 10−10 132.2 782
140 4.9× 10−12 132.2 1205

根据计算，在固定夹紧的边界条件下，对于给定值 a，最优的 c0满足如下

经验公式

c0 = − 50

50 + 0.45 · a 7
2

(0 ≤ a ≤ 5). (3–35)

注意到，当给定 a时，得到的同伦级数解 φ(y)和 S(y)均为 a的幂级数。我们

将在 3.1.3节中给出证明：所有的摄动方法（包括 Vincent摄动方法 [54]和钱伟
长法 [55]）实际上均为同伦分析方法在 c0 = −1的特例。

3.1.2.2 同伦迭代方法

本节我们采用同伦迭代方法，并同样先考虑算例：固定夹紧边界条件，

a = 5（即 w(0)/h = 3.03）。如图 3–2所示，此时最优的收敛控制参数 c0 =

−0.55。表3–2给出了 c0 = −0.55的计算结果，可以发现仅需迭代 40次，25s时
间，误差 E 即降至 1.7× 10−24。在达到同样精度的条件下，同伦迭代方法的计

算效率比非迭代的方法快百倍，如表3–1和 3–2所示。因此本章之后所有算例，
我们均采用同伦迭代方法。

在使用同伦迭代方法之前，我们首先需要选取合适的迭代阶数M 和截断

项数 N。图 3–5探究了不同迭代阶数M 对计算效率的影响，可以发现，一阶

迭代的计算效率最高，而且采用不同的迭代阶数M 对收敛精度没有影响。因

此从计算效率的角度出发，下文我们均采用一阶同伦迭代方法，即M = 1。此
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c0
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1012

图 3–2微分形式的大挠度圆薄板方程，在固定夹紧边界条件下，a = 5，N = 100，采用一
阶同伦迭代方法得到的第 7阶误差曲线。
Fig. 3–2 The sum of squared residual errors E versus c0 in the case of a = 5 for a circular plate
with clamped boundary, gained by the 1st HAM iteration approach using N = 100.

表 3–2微分形式的大挠度圆薄板方程，在固定夹紧边界条件下，a = 5，N = 100，使用同
伦迭代方法并取 c0 = −0.55的计算结果。
Table 3–2 The approximations of Q, the squared residual errors E and the used CPU time versus
iteration times in the case of a = 5 with the clamped boundary, given by the 1st-order HAM
iteration approach using c0 = −0.55 with the truncation order N = 100.

m, iteration times. E Q CPU time (seconds)

10 4.5× 10−3 132.2 5
20 4.8× 10−11 132.2 12
30 1.3× 10−18 132.2 18
40 1.7× 10−24 132.2 25

外当N 越大，显然结果精度越高，但计算效率越低；而当 a越大，方程非线性
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越强，若结果要保证一定的精度，N 却不得不随之增大。为同时保证收敛精度

和计算效率，我们给出如下经验公式

N =Max {100, γ · a} , (3–36)

这里 γ 与边界条件有关：

(a) 固定夹紧：γ = 10； (b)可移夹紧：γ = 13；

(c) 简单支承：γ = 7； (d)简单铰链支承：γ = 5。

CPU time
0 100 200 300 400 500

10-30

10-25

10-20

10-15

10-10

10-5

100

105

M = 1
M = 2
M = 3
M = 4
M = 5

a = 15
N = 150
c0 = -0.13

图 3–3 微分形式的大挠度圆薄板方程，在固定夹紧边界条件下，a = 15，N = 150，
c0 = −0.13，迭代阶数M 对计算效率的影响。
Fig. 3–3 The squared residual error versus the CPU times in the case of a = 15 with clamped
boundary, given by the HAM iteration approach using c0 = −0.13 with the truncation order N =

150 and different order M of iteration approach.

根据计算，在固定夹紧边界条件下，最优的收敛控制参数 c0满足如下经验

公式

c0 = − 26

26 + a2
, 0 ≤ a ≤ 35. (3–37)
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相应的计算结果如表3–3所示。图3–4比较了由一阶同伦迭代方法与摄动方法和
内插迭代法给出的结果。发现一阶同伦迭代方法给出的结果与内插迭代法相吻

合；而且一阶同伦迭代方法的收敛域远大于摄动方法。这些均说明了同伦分析

方法的有效性和优越性！固定夹紧边界条件下的挠曲线如图 3–5所示。

表 3–3微分形式的大挠度圆薄板方程，在固定夹紧边界条件下，使用一阶同伦迭代方法得
到的结果。
Table 3–3 The homotopy-approximation of the load Q versus a for clamped boundary, given by
the HAM-based 1st-order iteration approach with the truncation order N given by (3–36) and the
optimal convergence-control parameter c0 given by (3–37).

a c0 N Q

5 -0.51 100 132.2
10 -0.21 100 957.7
15 -0.10 150 3152.1
20 -0.06 200 7386.9
25 -0.04 250 14334.1
30 -0.03 300 24665.7
35 -0.02 350 39053.6

类似得，对于可移夹紧边界条件，我们选取最优的收敛控制参数 c0

c0 = − 39

39 + a2
, 0 ≤ a ≤ 35, (3–38)

相应的计算结果如表3–4所示。对于简单支承边界条件，我们选取最优的收敛
控制参数 c0：

c0 = − 80

80 + a2
, 0 ≤ a ≤ 50, (3–39)

相应的计算结果如表3–5所示。对于简单铰链支承边界条件，最优的收敛控制
参数 c0满足如下经验公式：

c0 = − 40

40 + a
5
2

, 0 ≤ a ≤ 50, (3–40)

相应的计算结果如表3–6所示。

— 45 —



应用同伦分析方法求解若干力学和金融学问题 上海交通大学硕士学位论文

表 3–4微分形式的大挠度圆薄板方程，在可移夹紧边界条件下，使用一阶同伦迭代方法得
到的结果。
Table 3–4 The convergent homotopy-approximation of the load Q in case of different values of
a for a circular plate with moveable clamped boundary, given by the HAM-based 1st-order itera-
tion approach using the truncation order N given by (3–36) and the optimal convergence-control
parameter c0 given by (3–38).

a c0 N Q

5 -0.61 100 49.3
10 -0.28 130 240.1
15 -0.15 195 657.7
20 -0.09 260 1372.5
25 -0.06 325 2450.9
30 -0.04 390 3956.8
35 -0.03 455 5952.2

表 3–5微分形式的大挠度圆薄板方程，在简单支承边界条件下，使用一阶同伦迭代方法得
到的结果。
Table 3–5 The convergent homotopy-approximation of the load Q in case of different values of
a for a circular plate with the simple support boundary, given by the HAM-based 1st-order iter-
ation approach with the truncation order N given by (3–36) and the optimal convergence-control
parameter c0 given by (3–39).

a c0 N Q

10 -0.44 100 107.8
20 -0.17 140 737.4
30 -0.08 210 2304.8
40 -0.05 280 5199.8
50 -0.03 350 9799.3
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(a) 对比一阶同伦迭代方法和摄动方法 [55]

w(0)/h
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(b) 对比一阶同伦迭代方法和内插迭代法 [51]

图 3–4微分形式的大挠度圆薄板方程，在固定夹紧边界条件下，对比一阶同伦迭代方法与
摄动方法和内插迭代法。
Fig. 3–4 Comparison of the results given by the HAM-based 1st-order iteration approach and other
methods for clamped boundary. Solid line: results given by the HAM; Symbols: results given by
Chien’s perturbation method [55] (a) and by Zheng [51] using the interpolation iterative method
(b).
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w
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a = 5
a = 15
a = 25
a = 35

图 3–5微分形式的大挠度圆薄板方程，在固定夹紧边界条件下，由一阶同伦迭代方法给出
的挠曲线
Fig. 3–5 The deflections of a thin circular plate with clamped boundary given by the HAM-based
1st-order iteration approach in the case of a = 5, 15, 25, 35. Solid line: pR4

a/Eh4 = 117.2; Dash-
double-dotted line: pR4

a/Eh4 = 2795.2; Dash-dotted line: pR4
a/Eh4 = 12711.2; Dashed line:

pR4
a/Eh4 = 34632.0.

3.1.3 证明摄动方法为同伦分析方法的一个特例

本节我们将证明摄动方法（包括 Vincent摄动方法 [54]和钱伟长法 [55]）
实际上是同伦分析方法在 c0 = −1的一个特例。

通常情况，摄动解可表示为

uP (y) = uP0 (y) + uP1 (y)ε+ uP2 (y)ε
2 + · · ·,

这里 ε为物理小参数。而同伦级数解为

uH(y; c0) = uH0 (y; c0) + uH1 (y; c0) + uH2 (y; c0) + · · ·.

欲证明：摄动法是同伦分析方法在 c0 = −1的一个特例（即uP (y) = uH(y;−1)）。

只需证：uPi (y)ε
i = uHi (y;−1)(这里：i = 0, 1, 2, · · · )。
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表 3–6微分形式的大挠度圆薄板方程，在简单铰链支承边界条件下，使用一阶同伦迭代方
法得到的结果。
Table 3–6 The convergent homotopy-approximation of the load Q in case of different values of a
for a circular plate with the boundary of simple hinged support given by the HAM-based 1st-order
iteration approach with the truncation orderN given by (3–36) and the optimal convergence-control
parameter c0 given by (3–40).

a c0 N Q

10 -0.112 100 890.0
20 -0.021 100 7152.3
30 -0.008 150 24166.4
40 -0.004 200 57308.7
50 -0.002 250 111955.3

应用摄动法求解均布外载荷作用下的大挠度圆薄板方程的计算步骤如下所

示：

ζ 表示摄动变量，我们把 φ(y)、S(y)、Q和W (y)均对 ζ 进行摄动展开
φ(P )(y) =

+∞∑
i=1

φ
(P )
i (y)ζ2i−1, S(P )(y) =

+∞∑
i=1

S
(P )
i (y)ζ2i,

Q(P ) =
+∞∑
i=1

Q
(P )
i ζ2i−1, W (P )(0) =

+∞∑
i=1

W
(P )
i (0)ζ2i−1.

(3–41)

令

S
(P )
0 (y) = 0.

然后把级数 (3–41)代入到原始方程 (3–1)-(3–4)和 (3–7)中，并让方程左右两边
ζm前系数相等，可得到如下控制方程

y2
d2φ

(P )
m (y)

dy2
=

m∑
i=1

φ
(P )
i (y)S

(P )
m−i(y) +Q(P )

m · y2, (3–42)

y2
d2S

(P )
m (y)

dy2
= −1

2

m∑
i=1

φ
(P )
i (y)φ

(P )
m+1−i(y), (3–43)

服从边界条件

φ(P )
m (0) = S(P )

m (0) = 0, (3–44)
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φ(P )
m (1) =

λ

λ− 1
· dφ

(P )
m (y)

dy

∣∣∣∣
y=1

, S(P )
m (1) =

µ

µ− 1
· dS

(P )
m (y)

dy

∣∣∣∣
y=1

, (3–45)

和限制条件

−
∫ 1

0

1

ε
· φ(P )

m (ε)dε = W (P )
m (0). (3–46)

注意到，物理参数 ζ 与中心挠度W (0)相关，其关系满足线性方程 [56]。因此，
求解过程中所有的未知量均可唯一确定。

我们让 φ(y)和 S(y)的初始猜测解均为 0，并构造如下零阶形变方程

(1− q)y2
d2Φ̃(y; q)

dy2
= c0

[
q y2

d2Φ̃(y; q)

dy2
− Φ̃(y; q)Ξ̃(y; q)− Θ̃(q)y2

]
, (3–47)

(1− q)y2
d2Ξ̃(y; q)

dy2
= c0

[
q y2

d2Ξ̃(y; q)

dy2
+

(
1

2q

)
Φ̃2(y; q)

]
, (3–48)

服从边界条件

Φ̃(0; q) = Ξ̃(0; q) = 0, (3–49)

Φ̃(1; q) =
λ

λ− 1
· ∂Φ̃(y; q)

∂y

∣∣∣∣
y=1

, Ξ̃(1; q) =
µ

µ− 1
· ∂Ξ̃(y; q)

∂y

∣∣∣∣
y=1

, (3–50)

和限制条件

−
∫ 1

0

1

ε
Φ̃(ε; q)dε = Ψ̃(q). (3–51)

当 q = 0时，零阶形变方程 (3–47)-(3–51)的解为

Φ̃(y; 0) = 0, Ξ̃(y; 0) = 0. (3–52)

当 q = 1时，若假定

Φ̃(y; 1) = φ(y), Ξ̃(y; 1) = S(y), Θ̃(1) = Q, Ψ̃(1) = W (0). (3–53)

则方程 (3–47)-(3–51)可化为原始方程 (3–1)-(3–4)和 (3–10)。结合 (3–52), Φ̃(y; q)，
Ξ̃(y; q)，Θ̃(q)和 Ψ̃(q)可展开成如下麦克劳林级数

Φ̃(y; q) =
+∞∑
m=1

φ̃m(y) q
m, Ξ̃(y; q) =

+∞∑
m=1

S̃m(y) q
m,

Θ̃(q) =
+∞∑
m=0

Q̃m qm, Ψ̃(q) =
+∞∑
m=0

W̃m(0) q
m.

(3–54)
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把 (3–54) 代入方程 (3–47)-(3–51) ，并让方程左右两边 qm 前系数相等，易得

Q̃0 = 0，W̃0(0) = 0，且m阶形变方程为

y2
d2

dy2
[φ̃m(y)− χmφ̃m−1(y)]

= c0

(
y2
d2φ̃m−1(y)

dy2
−

m∑
i=1

φ̃i(y)S̃m−i(y)− Q̃my
2

)
, (3–55)

y2
d2

dy2

[
S̃m(y)− χmS̃m−1(y)

]
= c0

(
y2
d2S̃m−1(y)

dy2
+

1

2

m∑
i=1

φ̃i(y)φ̃m+1−i(y)

)
. (3–56)

服从边界条件

φ̃m(0) = S̃m(0) = 0, (3–57)

φ̃m(1) =
λ

λ− 1
· dφ̃m(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

, S̃m(1) =
µ

µ− 1
· dS̃m(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

, (3–58)

和限制条件

−
∫ 1

0

1

ε
· φ̃m(ε)dε = W̃m(0), (3–59)

这里 χm由 (3–24)定义。

取 c0 = −1，可以发现：高阶形变方程 (3–55)-(3–59)除了在一阶形变方程
中的边界条件 φ̃1(y) = ζ ·φ(P )

1 (y)与摄动方法不相同之外，其余部分与摄动方法

(3–42)-(3–46)完全一致。易得 φ̃m(y) = φ(P )
m (y) ζ2m−1, S̃m(y) = S(P )

m (y) ζ2m,

Q̃m = Q(P )
m ζ2m−1, W̃m(0) = W (P )

m (0) ζ2m−1.
(3–60)

因此，采用摄动变量 ζ 的摄动方法仅为同伦分析方法在 c0 = −1的一个特例，

得证。

若取 ζ = Q，并让 Θ̃(q) = Q · q，即：Q̃1 = Q，Q̃m = 0（当m ≥ 2），有

q :



y2
d2φ̃1(y)

dy2
= Q · y2, y2

d2S̃1(y)

dy2
= −1

2
(φ̃1(y))

2 ,

φ̃1(0) = 0, φ̃1(1) =
λ

λ− 1

dφ̃1(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

,

S̃1(0) = 0, S̃1(1) =
µ

µ− 1

dS̃1(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

;

(3–61)
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q2 :



y2
d2φ̃2(y)

dy2
= φ̃1(y)S̃1(y),

y2
d2S̃2(y)

dy2
= −φ̃1(y)φ̃2(y),

φ̃2(0) = 0, φ̃2(1) =
λ

λ− 1

dφ̃2(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

,

S̃2(0) = 0, S̃2(1) =
µ

µ− 1

dS̃2(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

;

(3–62)

· · · · · ·

qi+1 :



y2
d2φ̃i+1(y)

dy2
=

i∑
j=1

φ̃j(y)S̃i−j+1(y),

y2
d2S̃i+1(y)

dy2
= −1

2

i+1∑
j=1

φ̃j(y)φ̃i−j+2(y),

φ̃i+1(0) = 0, φ̃i+1(1) =
λ

λ− 1

dφ̃i+1(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

,

S̃i+1(0) = 0, S̃i+1(1) =
µ

µ− 1

dS̃i+1(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

;

(3–63)

在固定夹紧边界条件下，取 λ = 0，µ = 20/7，同伦近似解为

φ̃1(y) = Q ·
(
−y
2
+
y2

2

)
, (3–64)

S̃1(y) = Q2 ·
(
41y

672
− y2

16
+
y3

24
− y4

96

)
, (3–65)

φ̃2(y) = Q3 ·
(

659y

80640
− 41y2

2688
+

83y3

8064
− 5y4

1152
+

y5

768
− y6

5760

)
, (3–66)

S̃2(y) = Q4 ·
(
− 2357y

1505280
+

659y2

322560
− 1889y3

967680
+

103y4

96768

− 59y5

161280
+

13y6

138240
− 17y7

967680
+

y8

645120

)
, (3–67)

· · · · · ·

这与 Vincent[54]摄动解 (1–14)-(1–17)完全一致。
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若取 ζ =W (0)，Ψ̃(q) = W (0) · q，可得

q :



y2
d2φ̃1(y)

dy2
= Q̃1y

2, y2
d2S̃1(y)

dy2
= −1

2
(φ̃1(y))

2 ,

φ̃1(0) = 0, φ̃1(1) =
λ

λ− 1

dφ̃1(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

,

−
∫ 1

0

1

ϵ
φ̃1(ϵ)dϵ = W (0),

S̃1(0) = 0, S̃1(1) =
µ

µ− 1

dS̃1(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

;

(3–68)

q2 :



y2
d2φ̃2(y)

dy2
= φ̃1(y)S̃1(y) + Q̃2y

2,

y2
d2S̃2(y)

dy2
= −φ̃1(y)φ̃2(y),

φ̃2(0) = 0, φ̃2(1) =
λ

λ− 1

dφ̃2(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

,

−
∫ 1

0

1

ϵ
φ̃2(ϵ)dϵ = 0,

S̃2(0) = 0, S̃2(1) =
µ

µ− 1

dS̃2(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

;

(3–69)

· · · · · ·

qi+1 :



y2
d2φ̃i+1(y)

dy2
=

i∑
j=1

φ̃j(y)S̃i−j+1(y) + Q̃i+1y
2,

y2
d2S̃i+1(y)

dy2
= −1

2

i+1∑
j=1

φ̃j(y)φ̃i−j+2(y),

φ̃i+1(0) = 0, φ̃i+1(1) =
λ

λ− 1

dφ̃i+1(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

,

−
∫ 1

0

1

ϵ
φ̃i+1(ϵ)dϵ = 0,

S̃i+1(0) = 0, S̃i+1(1) =
µ

µ− 1

dS̃i+1(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

;

(3–70)
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在固定夹紧边界条件下，取 λ = 0，µ = 20/7，同伦近似解为

φ̃1(y) = W (0) ·
(
−2y + 2y2

)
, (3–71)

S̃1(y) = W 2(0) ·
(
41y

42
− y2 +

2y3

3
− y4

6

)
, (3–72)

φ̃2(y) = W 3(0) ·
(
233y

1890
− 2179y2

3780
+

83y3

126
− 5y4

18
+
y5

12
− y6

90

)
, (3–73)

S̃2(y) = W 4(0) ·
(
− 211y

19845
+

233y2

1890
− 529y3

2268
+

667y4

3240
− 59y5

630

+
13y6

540
− 17y7

3780
+

y8

2520

)
, (3–74)

· · · · · ·

这又与钱伟长 [55]给出的摄动解 (1–23)-(1–26)完全一致。因此，摄动法的确仅
为同伦分析方法在 c0 = −1的一个特例。

3.1.4 证明修正迭代法为同伦分析方法的一个特例

本节我们将证明修正迭代法为一阶同伦迭代方法在 c0 = −1的一个特例。

若我们采取一阶同伦迭代方法，则在每一次迭代之后，将把新的同伦近似解

φ∗(y) = φ0(y) + φ1(y)和 S∗(y) = S0(y) + S1(y)取代 φ0(y)和 S0(y)，并作为下

一次迭代的初始猜测解。由公式 (3–19)和 (3–20)可知

y2
d2φ1(y)

dy2
= c0

[
y2
d2φ0(y)

dy2
− φ0(y)S0(y)−Q0y

2

]
, (3–75)

y2
d2S1(y)

dy2
= c0

[
y2
d2S0(y)

dy2
+

1

2
φ2
0(y)

]
. (3–76)

因此，φ∗(y)和 S∗(y)满足控制方程

y2
d2φ∗(y)

dy2
= y2

d2φ0(y)

dy2
+ y2

d2φ1(y)

dy2

= (1 + c0)y
2d

2φ0(y)

dy2
− c0

[
φ0(y)S0(y) +Q0y

2
]
, (3–77)

y2
d2S∗(y)

dy2
= y2

d2S0(y)

dy2
+ y2

d2S1(y)

dy2

= (1 + c0)y
2d

2S0(y)

dy2
− c0

2
φ2
0(y), (3–78)
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并服从边界条件

φ∗(0) = S∗(0) = 0, (3–79)

φ∗(1) =
λ

λ− 1
· dφ

∗(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

, S∗(1) =
µ

µ− 1
· dS

∗(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

, (3–80)

和限制条件

W (0) = −
∫ 1

0

1

ε
φ∗(ε)dε. (3–81)

取 c0 = −1，可得

y2
d2φ∗(y)

dy2
= φ0(y)S0(y) +Q0y

2, (3–82)

y2
d2S∗(y)

dy2
=

1

2
φ2
0(y), (3–83)

并服从边界条件

φ∗(0) = S∗(0) = 0, (3–84)

φ∗(1) =
λ

λ− 1
· dφ

∗(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

, S∗(1) =
µ

µ− 1
· dS

∗(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

, (3–85)

和限制条件

W (0) = −
∫ 1

0

1

ε
φ∗(ε)dε. (3–86)

我们采取以下迭代步骤：

(1) 利用公式 (3–83)-(3–85)计算 S∗(y)；

(2) 让 S∗(y)取代 S0(y)，并作为新的初始猜测解，即 S0(y) = S∗(y);

(3) 利用公式 (3–82)和 (3–84)-(3–86)计算 φ∗(y)和 Q0；

(4) 让 φ∗(y)取代 φ0(y)并作为新的初始猜测解，即 φ0(y) = φ∗(y)。

按上述步骤迭代第 n次时，若令

Θn(y) = φ∗(y), Υn−1(y) = S∗(y), Fn−1 = Q0.

则有

y2
d2Υn−1(y)

dy2
= −1

2
Θ2

n−1(y), (3–87)

y2
d2Θn(y)

dy2
= Θn−1(y)Υn−1(y) + Fn−1y

2, (3–88)
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服从边界条件

Θn(0) = Υn−1(0) = 0, (3–89)

Θn(1) =
λ

λ− 1
· dΘn(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

, Υn−1(1) =
µ

µ− 1
· dΥn−1(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

, (3–90)

和限制条件

W (0) = a = −
∫ 1

0

1

ε
Θn(ε)dε. (3–91)

此时我们取初始猜测解

Θ0(y) =
−2a

2λ+ 1
[(λ+ 1)y − y2], (3–92)

可以发现方程 (3–87)-(3–92)与修正迭代法 [51, 57]的计算步骤 (1–27)-(1–32)完
全一致。因此，修正迭代法 [51, 57]为一阶同伦迭代方法在 c0 = −1时的一个

特例，得证。

3.1.5 小结

求解均布外载荷作用下的大挠度圆薄板方程是固体力学中的经典问题。本

文应用同伦分析方法成功求解了任意大均布外载荷作用下的大挠度圆薄板方

程，并成功证明：摄动法和修正迭代法 [51, 57]均可统一到同伦分析方法框架
中。值得强调的是，摄动法 [56]和修正迭代法 [51, 57]都只在小载荷情况下有
效。然而即使当 w(0)/h > 20（方程为强非线性），通过选取合适的收敛控制参

数 c0，均可得到收敛的级数解。这成功说明了同伦分析方法对均布外载荷作用

下的大挠度圆薄板方程之有效性和优越性。

3.2 求解积分形式的大挠度圆薄板方程

本节，我们以工况 λ = 0，µ = 2/(1− ν)，ν = 0.3为例，介绍如何应用同

伦分析方法求解大挠度圆薄板方程之积分形式，并证明内插迭代法也为同伦分

析方法的一个特例。
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3.2.1 给定外载荷 Q

若给定外加均布外载荷 Q，积分形式的大挠度圆薄板方程为

N1[φ(y), S(y)] = φ(y) +

∫ 1

0

1

ε2
K(y, ε)S(ε)φ(ε)dε+

∫ 1

0

K(y, ε)Qdε = 0, (3–93)

N2[φ(y), S(y)] = S(y)− 1

2

∫ 1

0

1

ε2
G(y, ε)φ2(ε)dε = 0, (3–94)

其中，

K(y, ε) =

{
(λ− 1)yε+ y, y ≤ ε,

(λ− 1)yε+ ε, y > ε,
(3–95)

G(y, ε) =

{
(µ− 1)yε+ y, y ≤ ε,

(µ− 1)yε+ ε, y > ε,
(3–96)

这里所有参数的定义与3.1节中相同。

3.2.1.1 同伦分析方法求解步骤

我们构造如下零阶形变方程

(1− q)
[
Φ(y, q)− φ0(y)

]
= c1 q N1[Φ(y, q),Ξ(y, q)], (3–97)

(1− q)
[
Ξ(y, q)− S0(y)

]
= c2 q N2[Φ(y, q),Ξ(y, q)]. (3–98)

则第m阶形变方程为

φk(y) = χkφk−1(y) + c1 δ1,k−1(y), (3–99)

Sk(y) = χkSk−1(y) + c2 δ2,k−1(y), (3–100)

这里，

δ1,k−1(y) = φk−1(y) + (1− χk)

∫ 1

0

K(y, ε)Qdε

+

∫ 1

0

1

ε2
K(y, ε)

k−1∑
i=0

φi(ε)Sk−1−i(ε)dε, (3–101)

δ2,k−1(y) = Sk−1(y)−
1

2

∫ 1

0

1

ε2
G(y, ε)

k−1∑
i=0

φi(ε)φk−1−i(ε)dε, (3–102)

φi(y)、Si(y)和 χk 定义请见3.1节。
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为简单起见，我们取

c1 = c2 = c0, (3–103)

并选取如下的初始猜测解

φ0(y) =
Qc0
2

[(λ+ 1)y − y2], S0(y) = 0. (3–104)

为描述计算精度，定义全局误差

E =

∫ 1

0

{(
N1

[
φ̃(y), S̃(y)

])2

+

(
N2

[
φ̃(y), S̃(y)

])2
}

dy. (3–105)

3.2.1.2 同伦非迭代方法给出的结果

我们仍然先考虑工况 Q = 5，此时最优的收敛控制参数 c0 = −0.35，相

应的结果如表3–7所示。可以发现：非迭代同伦分析方法在 Q = 5（w(0)/h =

0.62）时仍然可以给出收敛的结果。然而 Vincent摄动方法 [54]（以 Q作为摄

动参数）仅在 Q < 3.9（w(0)/h < 0.52）时有效，这说明同伦分析方法比摄动

方法更加有效。

根据计算，若给定均布外载荷Q，此时最优的收敛控制参数 c0满足如下经

验公式，

c0 = − 13

13 +Q2
(0 < Q ≤ 5). (3–106)

表3–8给出了取不同 Q值的结果。

表 3–7积分形式的大挠度圆薄板方程，Q = 5，c0 = −0.35，使用非迭代同伦分析方法得
到的结果。
Table 3–7 The squared residual error E and the approximations of w(0)/h in the case of Q = 5 by
means of the HAM without iteration using c0 = −0.35.

m, order of approx. E w(0)/h

10 3× 10−4 0.64
20 7× 10−5 0.62
30 1× 10−5 0.62
40 2× 10−6 0.62
50 2× 10−7 0.62
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表 3–8积分形式的大挠度圆薄板方程，给定不同的 Q值，使用非迭代同伦分析方法得到
的结果。
Table 3–8 The homotopy-approximations of w(0)/h versus Q, given by the HAM-based approach
without iteration using the optimal convergence-control parameter c0 given by the empirical formula
(3–106).

Q c0 w(0)/h

1 -0.93 0.15
2 -0.76 0.29
3 -0.59 0.41
4 -0.45 0.53
5 -0.34 0.62

3.2.1.3 同伦迭代方法给出的结果

由3.1节可知，将迭代技巧引入同伦分析方法可有效提高计算效率。
图3–6探究了迭代阶数 M 对计算效率的影响，可以发现：当 M 越大，为达

到同样高的计算精度，虽然所需的迭代次数减少，但所需的 CPU时间却增加。
因此从计算效率的角度出发，我们选取M = 1，即采取一阶同伦迭代方法。

根据计算，此时最优的收敛控制参数 c0满足如下经验公式

c0 = − 23

Q+ 23
, Q ≤ 1000. (3–107)

表 3–9给出了取不同 Q值，使用一阶同伦迭代方法得到的结果。

3.2.1.4 证明内插迭代法为一阶同伦迭代方法的一个特例

本节我们将证明：内插迭代法 [59]实际上是 3.2.1.1节中给出的一阶同伦迭
代方法的一个特例。

我们取 c1 = −θ（这里 θ为内插迭代法 [59]中的内插迭代因子），c2 = −1。

根据 (3–99)和 (3–102)，一阶同伦近似 φ(y)和 S(y)满足

S∗(y) = S0(y) + S1(y) = S0(y)− δ2,0(y) =
1

2

∫ 1

0

1

ε2
G(y, ε)φ2

0(ε)dε. (3–108)
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图 3–6积分形式的大挠度圆薄板方程，Q = 1000，c0 = −0.02，使用同伦迭代方法并取不
同迭代阶数M 得到的结果。
Fig. 3–6 The squared residual error E versus the times of iteration and the CPU times in the case of
Q = 1000, given by the HAM-based iteration approach using the convergence-control parameter
c0 = −0.02. Solid line: first-order; Long-dashed line: second-order; Dashed line: third-order;
Dash-dotted line: fourth-order; Dash-double-dotted line: fifth-order.

表 3–9积分形式的大挠度圆薄板方程，给定不同的 Q值，使用一阶同伦迭代方法得到的
结果。
Table 3–9 The homotopy-approximations of w(0)/h in case of different values of Q, given by the
first-order HAM iteration approach using the optimal convergence-control parameter c0 given by
(3–107).

Q c0 w(0)/h

200 -0.10 3.5
400 -0.05 4.5
600 -0.04 5.2
800 -0.03 5.7
1000 -0.02 6.1

φ∗(y) = φ0(y) + φ1(y) = φ0(y)− θδ1,0(y)

= (1− θ)φ0(y)− θ

∫ 1

0

K(y, ε)Qdε− θ

∫ 1

0

1

ε2
K(y, ε)φ0(ε)S0(ε)dε,

(3–109)
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由于在同伦分析方法框架中，我们有极大的自由选取初始猜测解，因此我

们采取如下迭代步骤：

(A) 根据方程 (3–108)计算 S∗(y);

(B) 让 S∗(y)取代 S0(y)，并作为新的初始猜测解，即 S0(y) = S∗(y);

(C) 根据方程 (3–109)计算 φ∗(y);

(D) 让 φ∗(y)取代 φ0(y)，并作为新的初始猜测解，即 φ0(y) = φ∗(y).

在重复上述迭代步骤 n次之后，我们令

Φ̂n(y) = φ∗(y), Ξ̂n−1(y) = S∗(y).

则一阶同伦迭代方法的计算步骤为

Ξ̂n−1(y) =
1

2

∫ 1

0

1

ε2
G(y, ε)Φ̂2

n−1(ε)dε,

Φ̂n(y) = (1− θ)Φ̂n−1(y)− θ

∫ 1

0

K(y, ε)Qdε

− θ

∫ 1

0

1

ε2
K(y, ε)Φ̂n−1(ε)Ξ̂n−1(ε)dε.

(3–110)

此时我们取初始猜测解

Φ̂0(y) = −Qθ
2

[
(λ+ 1)y − y2

]
. (3–111)

则一阶同伦迭代方法的计算步骤 (3–110)和 (3–111)与内插迭代法 [59]的计算
步骤 (1–37)，(1–38)完全一致。因此，内插迭代法 [59]仅为一阶同伦迭代方法
在 c1 = −θ，c2 = −1时的一个特例。而郑晓静和周又和 [60]又曾证明：对于
任意大给定均布外载荷，内插迭代法 [59]均能给出收敛的结果。因此，这也间
接证明了：同伦分析方法对于任意大均布外载荷均能给出收敛的结果（至少在

c1 = −θ，c2 = −1时成立）。

3.2.2 给定中心挠度

由3.1节可知，将均布外载荷 Q展开成中心挠度的级数可有效加快收敛速

度。因此本节进一步考虑给定中心挠度的冯卡门板方程之积分形式。
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3.2.2.1 同伦分析方法求解步骤

我们构造如下零阶形变方程

(1− q)
[
Φ̃(y, q)− φ0(y)

]
= c1q

[
Φ̃(y, q) +

∫ 1

0

1

ε2
K(y, ε)Φ̃(ε, q)Ξ̃(ε, q)dε+

∫ 1

0

K(y, ε)Θ̃(q)dε
]
,
(3–112)

(1− q)
[
Ξ̃(y, q)− S0(y)

]
= c2q

[
Ξ̃(y, q)− 1

2

∫ 1

0

1

ε2
G(y, ε)Φ̃2(ε, q)dε

]
, (3–113)

并满足限制条件 ∫ 1

0

1

ε
Φ̃(ε, q)dε = −a. (3–114)

这里 Φ̃(y, q)、Ξ̃(y, q)和 Θ̃(q)分别对应于待求函数 φ(y)、S(y)和 Q；a代表中

心挠度，定义请见3.1.1节。相应的第 k阶形变方程为

φk(y)− χkφk−1(y)

= c1

[
φk−1(y) +

∫ 1

0

1

ε2
K(y, ε)

k−1∑
i=0

φi(ε)Sk−1−i(ε)dε

+

∫ 1

0

K(y, ε)Qk−1dε

]
,

(3–115)

Sk(y)− χkSk−1(y)

= c2

[
Sk−1(y)−

∫ 1

0

1

2ε2
G(y, ε)

k−1∑
i=0

φi(ε)φk−1−i(ε)dε

]
,

(3–116)

并满足限制条件 ∫ 1

0

1

ε
φk(ε)dε = 0, (3–117)

这里，φk(y)、Sk(y)和 Qk 定义与 3.1.1节相同。

我们取如下初始猜测解

φ0(y) =
−2a

2λ+ 1

[
(λ+ 1)y − y2

]
, S0(y) = 0, (3–118)

并为简便起见，令

c1 = c2 = c0. (3–119)
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3.2.2.2 同伦非迭代方法给出的结果

类似于3.2.1节，我们同样先采用同伦非迭代方法，并考虑工况 a = 5

（w(0)/h = 3.0）。此时最优的收敛控制参数 c0 = −0.25，相应结果如表 3–10所
示。可以发现误差 E 在第 100阶时已降至 4 × 10−7，这说明当 a = 5时，同伦

非迭代方法依然可以给出收敛的结果。然而钱伟长法 [55]（使用 a作为摄动变

量）仅对 w(0)/h < 2.44（a < 4）有效，这再一次说明了同伦分析方法的优越

性。

表 3–10积分形式的大挠度圆薄板方程，a = 5，使用非迭代同伦分析方法得到的结果。
Table 3–10 The squared residual error E and the approximations of Q in the case of a = 5 for a
circular plate with clamped boundary, given by the HAM without iteration using c0 = −0.25.

k, order of approx. E Q

20 3× 10−2 132.3
40 2× 10−3 132.5
60 9× 10−5 132.3
80 1× 10−6 132.2
100 4× 10−7 132.2

根据计算，对于不同给定的 a值，最优的收敛控制参数 c0满足如下经验公

式

c0 = − 11

11 + a2
(0 < a ≤ 5). (3–120)

表3–11给出了取不同 a值，使用非迭代同伦分析方法得到的结果。

3.2.2.3 同伦迭代方法给出的结果

从上述众多算例不难发现一阶同伦迭代方法的计算效率最高，因此本节我

们直接采用一阶同伦迭代方法。表 3–12给出了 a = 5时的计算结果，可以发现

误差 E 在迭代第 40次时就已降至 5 × 10−23。图3–8比较了不同计算方法的计
算效率。可以发现：对于积分形式的大挠度圆薄板方程，在给定中心挠度情况

下使用的一阶同伦迭代方法（c0 = −0.25）收敛最快，而内插迭代法收敛最慢。

显然，一阶同伦迭代方法优于内插迭代法 [59]。
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表 3–11积分形式的大挠度圆薄板方程，取不同 a值，使用非迭代同伦分析方法得到的结
果。
Table 3–11 The results of the uniform pressure Q in case of different values of a for a circular plate
with clamped boundary, given by the HAM approach without iteration using the optimal c0 given
by (3–120).

a c0 Q

1 -0.92 4.8
2 -0.73 14.6
3 -0.55 35.2
4 -0.41 72.4
5 -0.31 132.2

表 3–12积分形式的大挠度圆薄板方程，a = 5，c0 = −0.5，使用一阶同伦迭代方法得到的
结果。
Table 3–12 The squared residual error E and the approximations of Q versus the iteration times in
the case of a = 5 for a circular plate with clamped boundary, given by the first-order HAM iteration
approach using c0 = −0.5.

m, times of iteration. E Q

10 7× 10−5 132.2
20 2× 10−10 132.2
30 1× 10−18 132.2
40 5× 10−23 132.2
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图 3–7大挠度圆薄板方程，在固定夹紧边界条件下，Q = 1000，比较内插迭代法（θ =

0.02）和一阶同伦迭代方法（积分形式方程，给定载荷，c0 = −0.05；积分形式，给定中
心挠度，c0 = −0.25；微分形式，给定中心挠度，c0 = −0.25）的计算效率。
Fig. 3–7 The squared residual error E versus the CPU time in the case of Q = 1000 (corresponding
to w(0)/h = 6.1), given by the interpolation iterative method [59], and the HAM-based approach
for given external uniform pressure Q and central deflection a, respectively. Dash-double-dotted
line: results given by the interpolation iterative method [59] using the interpolation parameter
θ = 0.02; Dashed line: results given by the first-order HAM iteration approach for given external
uniform pressure Q using c0 = −0.05; Dash-dotted line: results given by the first-order HAM
iteration approach [105] for the Von Kármán’s plate equations in differential form with a given
central deflection a using c0 = −0.25. Solid line: results given by the first-order HAM iteration
approach for the Von Kármán’s plate equations in integral form with a given central deflection a

using c0 = −0.25.

根据计算，当给定不同的 a值，最优的收敛控制参数满足如下经验公式

c0 = − 25

25 + a2
, a < 35 (3–121)

表3–13给出了取不同 a 值，采用一阶同伦迭代方法得到的结果。此外，图

3–8给出了 c0 ∼ a (3–121)和 θ ∼ Q [51]的关系曲线图，发现：随着中心挠度增
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加（方程非线性增强），内插迭代因子 θ[59]比收敛控制因子 c0 （3–121）更快
地趋近于 0。因此不难理解为何一阶同伦迭代方法的收敛速度会远快于内插迭
代方法。

表 3–13积分形式的大挠度圆薄板方程，取不同 a值，使用一阶同伦迭代方法得到的结果。
Table 3–13 The approximations ofQ in case of different values of a for a circular plate with clamped
boundary, given by the first-order HAM iteration approach with the optimal convergence-control
parameter c0 given by (3–121).

a c0 Q

5 -0.50 132.2
15 -0.10 3152.1
25 -0.04 14334.1
35 -0.02 39053.6

3.2.2.4 证明3.1.1节中求解微分形式的同伦分析方法为 3.2.2.1节中求解积分形
式的一个特例

本节我们将证明：3.1.1节中求解微分形式的同伦分析方法为 3.2.2.1节中求
解积分形式的一个特例。

改写方程 (3–99)，(3–100)：

φk(y) = χkφk−1(y) + c1

[
φk−1(y) +Qk−1

(
−y2

2
+

λ+ 1

2
y

)
+

∫ y

0

1

ε

k−1∑
i=0

φi(ε)Sk−1−i(ε)dε

+

∫ 1

y

y

ε2

k−1∑
i=0

φi(ε)Sk−1−i(ε)dε+ (λ− 1)

∫ 1

0

y

ε

k−1∑
i=0

φi(ε)Sk−1−i(ε)dε

]
, (3–122)

Sk(y) = χkSk−1(y) + c2

[
Sk−1(y)−

µ− 1

2

∫ 1

0

y

ε

k−1∑
i=0

φi(ε)φk−1−i(ε)dε

− 1

2

∫ y

0

1

ε

k−1∑
i=0

φi(ε)φk−1−i(ε)dε−
1

2

∫ 1

y

y

ε2

k−1∑
i=0

φi(ε)φk−1−i(ε)dε

]
, (3–123)
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图 3–8积分形式的大挠度圆薄板方程，在固定夹紧边界条件下，c0 ∼ a (3–121)和 θ ∼ a的
关系曲线图 [51]。
Fig. 3–8 The convergence-control parameter c0 and the interpolation parameter θ versus the central
deflection a for a circular plate with clamped boundary, given by the first-order HAM iteration
approach for given central deflection a and the interpolation iterative method [51] for given external
uniform pressure Q. Dashed line: −θ; Solid line: c0 given by (3–121).

将方程 (3–122)，(3–123)左右两边分别对 y求一次导和两次导，可得

dφk(y)

dy
= (c1 + χk)

dφk−1(y)

dy
+ c1

[
(λ− 1)

∫ 1

0

1

ε

k−1∑
i=0

φi(ε)Sk−1−i(ε)dε

+

∫ 1

y

1

ε2

k−1∑
i=0

φi(ε)Sk−1−i(ε)dε+Qk−1

(
λ+ 1

2
− y

)]
, (3–124)

dSk(y)

dy
= (c2 + χk)

dSk−1(y)

dy
− c2

2

[
(µ− 1)

∫ 1

0

1

ε

k−1∑
i=0

φi(ε)φk−1−i(ε)dε

+

∫ 1

y

1

ε2

k−1∑
i=0

φi(ε)φk−1−i(ε)dε

]
, (3–125)
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d2φk(y)

dy2
= (c1 + χk)

d2φk−1(y)

dy2
− c1

[
1

y2

k−1∑
i=0

φi(y)Sk−1−i(y) +Qk−1

]
,(3–126)

d2Sk(y)

dy2
= (c2 + χk)

d2Sk−1(y)

dy2
+ c2

1

2y2

k−1∑
i=0

φi(y)φk−1−i(y). (3–127)

我们把 y = 0代入到方程 (3–122)和 (3–123)中，可得φk(0) = (c1 + χk)φk−1(0),

Sk(0) = (c2 + χk)Sk−1(0),
(3–128)

即 φk(0) = (c1 + χk)φk−1(0) = · · · = c1(c1 + 1)k−1φ0(0),

Sk(0) = (c2 + χk)Sk−1(0) = · · · = c2(c2 + 1)k−1S0(0).
(3–129)

我们再把 y = 1代入到方程 (3–122)-(3–125)中，可得

φk(1)− (c1 + χk)φk−1(1) = λ c1

[∫ 1

0

1

ε

k−1∑
i=0

φi(ε)Sk−1−i(ε)dε+
Qk−1

2

]
, (3–130)

dφk(y)

dy

∣∣∣∣∣
y=1

− (c1 + χk)
dφk−1(y)

dy

∣∣∣∣∣
y=1

= (λ− 1)c1

[∫ 1

0

1

ε

k−1∑
i=0

φi(ε)Sk−1−i(ε)dε+
Qk−1

2

]
,

(3–131)

Sk(1)− (c2 + χk)Sk−1(1) = −µ c2
2

∫ 1

0

1

ε

k−1∑
i=0

φi(ε)φk−1−i(ε)dε, (3–132)

dSk(y)

dy

∣∣∣∣∣
y=1

− (c2 + χk)
dSk−1(y)

dy

∣∣∣∣∣
y=1

= −(µ− 1)c2
2

∫ 1

0

1

ε

k−1∑
i=0

φi(ε)φk−1−i(ε)dε. (3–133)

不难发现[
φk(y)−

λ

λ− 1

dφk(y)

dy

] ∣∣∣∣∣
y=1

= (c1 + χk)

[
φk−1(y)−

λ

λ− 1

dφk−1(y)

dy

] ∣∣∣∣∣
y=1

= · · · = c1(c1 + 1)k−1

[
φ0(y)−

λ

λ− 1

dφ0(y)

dy

] ∣∣∣∣∣
y=1

, (3–134)
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[
Sk(y)−

µ

µ− 1

dSk(y)

dy

] ∣∣∣∣∣
y=1

= (c2 + χk)

[
Sk−1(y)−

µ

µ− 1

dSk−1(y)

dy

] ∣∣∣∣∣
y=1

= · · · = c2(c2 + 1)k−1

[
S0(y)−

µ

µ− 1

dS0(y)

dy

] ∣∣∣∣∣
y=1

. (3–135)

若我们取 c1 = c2 = c0 ，并取与 3.1.1节中相同的初始猜测解 φ0(y) 和

S0(y)，则 
φ0(0) = S0(0) = 0, φ0(1) =

λ

λ− 1

dφ0(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

,

S0(1) =
µ

µ− 1

dS0(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

,

∫ 1

0

1

ε
φ0(ε)dε = −a,

(3–136)

由公式 (3–129)、(3–134)和 (3–135)可得
φk(0) = Sk(0) = 0, φk(1) =

λ

λ− 1

dφk(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

,

Sk(1) =
µ

µ− 1

dSk(y)

dy

∣∣∣∣
y=1

.

(3–137)

注意到，控制方程 (3–126) 和 (3–127)，限制条件 (3–117) 和边界条件
(3–137) 与3.1.1节中的完全一致，因此 3.1.1节中求解微分形式的大挠度圆薄
板方程之同伦分析方法仅为 3.2.2.1节中求解积分形式的同伦分析方法的一个特
例，证明完毕。

若我们取 c1 ∈ (−2, 0)，c2 ∈ (−2, 0)，则有

1 +
+∞∑
k=1

cn(cn + 1)k−1 = 1 +
cn

1− (cn + 1)
= 0, n = 1, 2.

再根据方程 (3–129)、(3–134)和 (3–135)可知

φ(0) = φ0(0) +
+∞∑
k=1

φk(0) = φ0(0)

[
1 +

+∞∑
k=1

c1(c1 + 1)k−1

]
= 0,

S(0) = S0(0) +
+∞∑
k=1

Sk(0) = S0(0)

[
1 +

+∞∑
k=1

c2(c2 + 1)k−1

]
= 0, (3–138)
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[
φ(y)− λ

λ− 1

dφ(y)
dy

] ∣∣∣∣∣
y=1

=
+∞∑
k=0

[
φk(y)−

λ

λ− 1

dφk(y)

dy

] ∣∣∣∣∣
y=1

=

[
1 +

+∞∑
k=1

c1(c1 + 1)k−1

] [
φ0(y)−

λ

λ− 1

dφ0(y)

dy

]∣∣∣∣∣
y=1

= 0, (3–139)

[
S(y)− µ

µ− 1

dS(y)
dy

] ∣∣∣∣∣
y=1

=
+∞∑
k=0

[
Sk(y)−

µ

µ− 1

dSk(y)

dy

] ∣∣∣∣∣
y=1

=

[
1 +

+∞∑
k=1

c2(c2 + 1)k−1

][
S0(y)−

µ

µ− 1

dS0(y)

dy

] ∣∣∣∣∣
y=1

= 0, (3–140)

因此，若我们选取 c1 ∈ (−2, 0)，c2 ∈ (−2, 0)，则无论我们选取何种初始

猜测解，同伦近似解 φ(y)和 S(y)均会自动满足冯卡门板方程的边界条件。换

句话说：采用同伦分析方法求解积分形式的大挠度圆薄板方程，初始解不必像

3.1.1节中一样得服从边界条件。

3.2.3 小结

本节，我们应用同伦分析方法成功求解任意大均布外载荷作用下的大挠度

圆薄板方程之积分形式。此外，我们进一步证明了内插迭代法 [59]与求解微分
形式的同伦分析方法仅为求解积分形式的同伦分析方法的一个特例。由于内插

迭代法对于任意大均布外载荷均能给出收敛的结果 [60]，这也间接证明了同伦
分析方法的收敛性。注意到，在 3.1节中，我们又成功证明：摄动法和修正迭
代法 [51, 57]实际上仅为同伦分析方法在 c0 = −1的一个特例。因此，求解大

挠度圆薄板方程的三种传统方法（摄动法，修正迭代法 [51, 57]和内插迭代法
[59]）均可被统一到同伦分析方法的框架中。
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第四章 应用同伦分析方法求解后屈曲梁模型

4.1 固端/简单支承

4.1.1 同伦分析方法求解步骤

后屈曲梁 [63]的控制方程为

N [w(x)] = EIw′′′′(x)− αE
[
w′(x)

]2
w′′(x) + Eλw′′(x)− f(x) = 0, (4–1)

若两端为固端/简单支承，则服从边界条件

w(0) = w(L) = w′(0) = w′′(L) = 0; (4–2)

这里，w(x)、ν、E、h、L、p和 q(x)分别代表在坐标 x处的横向位移，泊松

比，杨氏模量，梁的高度，梁的长度，在 x = L处的轴向外压力和梁的横向分

布载荷。

由于有限范围内的连续函数 w(x)常常能被幂级数很好地表达，因此我们

选取如下基函数作为解表达

w(x) =
+∞∑
k=1

ak x
k, (4–3)

这里 ak 为常系数。

我们构造如下零阶形变方程

(1− q)L[Ψ(x, q)− ψ0(x)] = c0 q N [Ψ(x, q)], (4–4)

并服从边界条件

Ψ(0, q) = Ψ′(0, q) = Ψ(1, q) = Ψ′′(1, q) = 0, (4–5)

其中，非线性算子N 由 (4–1)定义；ψ0(x)为 Ψ(x)的初始猜测解，且满足边界

条件 (4–2)；L为一个辅助线性算子；c0为一个非零常数；嵌入变量 q ∈ [0, 1]。
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当 q = 0时，由 L(0) = 0，可知方程 (4–4)和 (4–5)有解

Ψ(x, 0) = ψ0(x). (4–6)

当 q = 1时，若假定

Ψ(x, 1) = w(x). (4–7)

则方程 (4–4)和 (4–5)等价于原始方程 (4–1)和 (4–2)。因此，随着嵌入变量 q从

0逐渐增加到 1，Ψ(x, q)从已知的初始猜测解 ψ0(x)连续变化到待求函数 w(x)。

利用 (4–6)，我们可将 Ψ(x, q)展开成如下麦克劳林级数

Ψ(x, q) = ψ0(x) +
+∞∑
k=1

ψk(x) q
k, (4–8)

这里，

ψk(x) = Dk

{
Ψ(x, q)

}
, (4–9)

其中 Dk 定义请见（2–20）。在同伦分析方法的框架中，我们假定若选取合适的
辅助线性算子 L和收敛控制参数 c0，使得同伦级数 (4–8)在 q = 1处收敛。则

根据 (4–7)，可知同伦近似解为

w(x) = ψ0(x) +
+∞∑
k=1

ψk(x). (4–10)

把级数 (4–8)代入到零阶形变方程 (4–4)和 (4–5)中，并令方程左右两边 qk

前系数相等，可以得到如下 k阶形变方程

L[ψk(x)− χkψk−1(x)] = c0δk−1(x), (4–11)

服从边界条件

ψk(0) = ψ′
k(0) = ψk(1) = ψ′′

k(1) = 0, (4–12)

这里，

δk−1(x) = Dk−1

{
N
[
Ψ(x, q)

]}
= EIψ′′′′

k−1(x)− αE

k−1∑
i=0

i∑
j=0

ψ′
k−1−i(x) ψ

′
i−j(x) ψ

′′
j (x)

+ Eλψ′′
k−1(x)− (1− χk)f(x). (4–13)
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其中 χk 定义请见（2–24）。

由于控制方程 (4–1)为一个四阶常微分方程，我们选取一个四阶的线性算
子

L[u(x)] = du4(x)
dx4

. (4–14)

则 (4–11)-(4–13)的通解为

ψk(x) = χkψk−1(x) +

∫ x

0

∫ ζ

0

∫ τ

0

∫ η

0

c0δk(ε)dε dη dτ dζ

+ d1,k + d2,kx+ d3,kx
2 + d4,kx

3, (4–15)

这里，未知常系数 d1,k、d2,k、d3,k 和 d4,k 可由四个边界条件 (4–12)唯一确定。

注意到，当大挠度弹性梁处于后屈曲状态时，(4–1)和 (4–2)可能存在三支
解 [106]。而根据经验，对于一个多解问题，我们往往可通过选取不同的初始
猜测解来捕捉所有的解。因此，我们选取如下初始猜测解

ψ0(x) = 4σ
(
3x2 − 5x3 + 2x4

)
, (4–16)

这里，σ一个为未知常数。当根据（4–15）和（4–16）依次求出 ψ1(x)，ψ2(x)，

· · · 后，w(x)的 n阶同伦级数解为

Ψ̃n(x) =
n∑

k=0

ψk(x). (4–17)

为了刻画全局误差来加以描述计算精度，我们定义

E =

∫ 1

0

{
N
[
Ψ̃n(x)

]}2

dx, (4–18)

这里，非线性算子 N 由 (4–1)定义。

4.1.2 结果

不失一般性，我们考虑工况 f(x) = 0.1，λ = 0.022，并取收敛控制参数

c0 = −1。此时，多解控制参数 σ为待定参数。

E ∼ σ的关系曲线如图 4–1所示，可以发现：图中存在三个区域 Ω1, Ω2和

Ω3 ，对于任意的 σ ∈ Ω1

∪
Ω2

∪
Ω3，随着阶数 n的增加，误差 E 会随之减少。
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这说明方程 (4–1)和 (4–2)应该存在三支解—第一支解靠近 σ = −0.1，第二支

解靠近 σ = 0，第三支解靠近 σ = 0.1。

在第十五阶同伦近似，我们使用符号软件Mathematica中的命令 Minimize来
求误差 E 在三个区域 σ ∈ [−0.12,−0.07]，σ ∈ [−0.01, 0.01]，σ ∈ [0.07, 0.12]

中的极小值点，分别得到 σ = −0.09458721，σ = −0.0012316452 ，σ =

0.09537517。利用这三个最优的多解参数 σ，可轻易得到后屈曲梁模型 (4–1)的
三支解，具体结果如表 4–1-4–3所示。高扬曾指出，该具有非凸能量的后屈曲
梁模型 (4–1)用普通的数值方法很难求解 [106]。然而在同伦分析方法框架中，
我们通过选取合适的初始猜测解，即可轻松求出所有的解，这验证了同伦分析

方法对多解问题的有效性。
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图 4–1大挠度后屈曲梁，固端/简支边界，f = 0.1，λ = 0.022，c0 = −1，E ∼ σ的关系曲
线图。
Fig. 4–1 The squared residual error E versus the multiple-solution-control parameterσ for the elastic
beam with clamped/simply supported boundary, in the case of f = 0.1 and λ = 0.022, given
by the HAM using c0 = −1. Dashed line: tenth-order approximation; solid line: twelfth-order
approximation; dash-dotted line: fifteenth-order approximation.
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表 4–1 大挠度后屈曲梁，固端/简支边界，f = 0.1，λ = 0.022， c0 = −1，σ =

−0.09458721，使用同伦分析方法求出的第一支解。
Table 4–1 Results for the elastic beam with clamped/simply supported boundary, in the case of
f = 0.1 and λ = 0.022, given by the HAM using the convergence-control parameter c0 = −1 and
the multiple-solution-parameter σ = −0.09458721.

n, order of approx. E w(1/2)

5 6.8× 10−3 -0.1003568
10 3.6× 10−6 -0.1004079
15 8.8× 10−9 -0.1004085
20 1.8× 10−11 -0.1004086
25 1.5× 10−13 -0.1004086
30 6.4× 10−16 -0.1004086

表 4–2 大挠度后屈曲梁，固端/简支边界，f = 0.1，λ = 0.022， c0 = −1，σ =

−0.0012316452，使用同伦分析方法求出的第二支解。
Table 4–2 Results for the elastic beam with clamped/simply supported boundary, in the case of
f = 0.1 and λ = 0.022, given by the HAM using the convergence-control parameter c0 = −1 and
the multiple-solution-parameter σ = −0.0012316452.

n, order of approx. E w(1/2)

3 6.0× 10−4 -0.001112
6 1.6× 10−5 -0.001092
9 4.5× 10−7 -0.001089
12 1.3× 10−8 -0.001088
15 4.5× 10−10 -0.001088
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表 4–3大挠度后屈曲梁，固端/简支边界，f = 0.1，λ = 0.022，c0 = −1，σ = 0.09537517，
使用同伦分析方法求出的第三支解。
Table 4–3 Results for the elastic beam with clamped/simply supported boundary, in the case of
f = 0.1 and λ = 0.022, given by the HAM using the convergence-control parameter c0 = −1 and
the multiple-solution-parameter σ = 0.09537517.

n, order of approx. E w(1/2)

5 6.7× 10−3 0.1018248
10 4.6× 10−6 0.1018831
15 2.5× 10−9 0.1018841
20 2.3× 10−11 0.1018842
25 6.5× 10−15 0.1018842
30 4.0× 10−16 0.1018842

4.2 两端简单支承

4.2.1 同伦分析方法求解步骤

两端简单支承的后屈曲梁 [63]的控制方程为

N [w(x)] = EIw′′′′(x)− αE
[
w′(x)

]2
w′′(x) + Eλw′′(x)− f(x) = 0, (4–19)

服从边界条件

w(0) = w(L) = w′′(0) = w′′(L) = 0. (4–20)

类似于 4.1.1节，我们构造如下零阶形变方程

(1− q)L[Ψ(x, q)− ψ0(x)] = c0 q N [Ψ(x, q)] , (4–21)

服从边界条件

Ψ(0, q) = Ψ(1, q) = Ψ′′(0, q) = Ψ′′(1, q) = 0, (4–22)

非线性算子 N 由 (4–19)定义。则相应的 k阶形变方程为

L[ψk(x)− χkψk−1(x)] = c0δk−1(x), (4–23)

服从边界条件

ψk(0) = ψk(1) = ψ′′
k(0) = ψ′′

k(1) = 0, (4–24)
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图 4–2固端/简支边界条件下的大挠度后屈曲梁之挠度曲线。
Fig. 4–2 Solutions of the elastic beam with clamped/simply supported boundary, in the case of
f = 0.1 and λ = 0.022. Dashed-dotted line: given by the HAM using σ = −0.09458721;
solid line: given by the HAM using σ = −0.0012316452; dashed line: given by the HAM using
σ = 0.09537517.

这里 δk−1(x)由 (4–13)定义。我们仍然取 (4–14)中定义的线性算子 L。除此之
外，为了满足边界条件 (4–20)，我们取如下初始猜测解

ψ0(x) =
16

5
σ(x− 2x3 + x4). (4–25)

4.2.2 结果

不失一般性，我们考虑工况：f(x) = 0.1，λ = 0.015。同样得，我们仍然

先考虑 c0 = −1。E ∼ σ 的关系曲线如图 4–3所示，可以发现：图中仍然存在
三个与4.1.2节中相似的区域 Ω1, Ω2 和 Ω3，这预示着方程 (4–19)和 (4–20)也应
该存在三支解：第一支解靠近 σ = −0.11，第二支解靠近 σ = 0，第三支解靠近

σ = 0.11。

我们仍然利用符号软件 Mathematica 的 Minimize命令，在三个区域 σ ∈
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[−0.12,−0.09]，σ ∈ [−0.01, 0.01] 和 σ ∈ [0.09, 0.12] 中分别寻求最优的 σ 值

（对应于最小的误差 E），可得 σ = −0.107466372011，σ = −0.001526491604，

σ = 0.109132498856。表4–4给出了第一支解的结果，可以发现，计算至第十阶
即可得到非常精确的结果，此时全局误差 E = ∈. 7 ×∞′−∞▽。然而如图4–4所示，
此时若我们采用相同的策略来求第二支解和第三支解，却无法得到收敛的结

果。幸运的是，在同伦分析方法框架中，除了可以调控多解控制参数 σ，我们

还可以选取合适的收敛控制参数 c0 来确保级数解收敛。我们把 σ 和 c0 同时看

成未知参数，并用 Minimize命令分别在 σ ∈ [−0.12,−0.09]和 σ ∈ [0.09, 0.12]

两个区域中搜寻 E 的极小值，得到：c0 = −0.752184, σ = −0.107147和 c0 =

−0.730866, σ = 0.108758。利用该结果，可获得收敛的第二支解和第三支解，

具体结果如表4–5和4–6所示。
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图 4–3两端简单支承的大挠度后屈曲梁，f = 0.1，λ = 0.015，c0 = −1，E ∼ σ的关系曲
线图。
Fig. 4–3 The squared residual error E versus the multiple-solution-control parameterσ for the elastic
beam with simply supported boundary, in the case of f = 0.1 and λ = 0.015, given by the HAM
using c0 = −1. Dashed line: fifth-order approximation; solid line: seventh-order approximation;
dash-dotted line: tenth-order approximation.
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表 4–4 两端简单支承的大挠度后屈曲梁，f = 0.1，λ = 0.015， c0 = −1，σ =

−0.001526491604，使用同伦分析方法求出的第一支解。
Table 4–4 Results for the elastic beam with simply supported boundary, in the case of f = 0.1

and λ = 0.015, given by the HAM using the convergence-control parameter c0 = −1 and the
multiple-solution-parameter σ = −0.001526491604.

n, order of approx. E w(1/2)

2 9.3× 10−6 -0.00154151
4 3.8× 10−8 -0.00154252
6 1.6× 10−10 -0.00154259
8 6.4× 10−13 -0.00154259
10 2.7× 10−15 -0.00154259

表 4–5 两端简单支承的大挠度后屈曲梁，f = 0.1，λ = 0.015， c0 = −1，σ =

−0.001526491604，使用同伦分析方法求出的第二支解。
Table 4–5 Results for the elastic beam with simply supported boundary, in the case of f = 0.1 and
λ = 0.015, given by the HAM using the convergence-control parameter c0 = −0.752184 and the
multiple-solution-parameter σ = −0.107147.

n, order of approx. E w(1/2)

10 1.3× 10−8 -0.11537807
20 4.8× 10−11 -0.11537786
30 1.3× 10−13 -0.11537789
40 2.8× 10−16 -0.11537789
50 3.8× 10−19 -0.11537789

4.3 总结

本章，我们采用同伦分析方法成功求解了一个带有非凸能量的大挠度后屈

曲梁模型。高扬曾指出：“该梁模型 (4–1)共有三支解，且解十分敏感，因此大
部分数值方法无法求出所有的解，目前仅有三对偶方法能给出精确的结果。”

然而在同伦分析方法框架中，我们通过符号软件 Mathematica的 Minimize命
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图 4–4两端简单支承的大挠度后屈曲梁，f = 0.1，λ = 0.015，c0 = −1，不同阶数的 E 曲
线图。实线：σ = 0.109132498856；虚线：σ = −0.107466372011。
Fig. 4–4 The squared residual error E versus the order of approximation n for the elastic beam
with simply supported boundary, in the case of f = 0.1 and λ = 0.015, given by the HAM using
c0 = −1. Dashed line: σ = −0.107466372011; solid line: σ = 0.109132498856.

令来选取合适的收敛控制参数和初始猜测解，即可轻松求出所有的解。该方法

简便易行，这也进一步证实了同伦分析方法对于多解敏感问题的有效性。
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表 4–6 两端简单支承的大挠度后屈曲梁，f = 0.1，λ = 0.015， c0 = −1，σ =

−0.001526491604，使用同伦分析方法求出的第三支解。
Table 4–6 Results for the elastic beam with simply supported boundary, in the case of f = 0.1 and
λ = 0.015, given by the HAM using the convergence-control parameter c0 = −0.730866 and the
multiple-solution-parameter σ = 0.108758.

n, order of approx. E w(1/2)

10 3.0× 10−8 0.11698722
20 8.8× 10−10 0.11698663
30 8.1× 10−12 0.11698675
40 3.8× 10−14 0.11698674
50 2.3× 10−16 0.11698674
60 1.2× 10−18 0.11698674
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第五章 应用同伦分析方法求解倒向型/正倒向型随
机微分方程

倒向型/正倒向型随机微分方程是当前金融数学中的一个热点问题。尤其
是在期货投资领域，正向随机微分方程的解将今天的确定状态（初始条件）变

为未来的不确定的状态以研究其统计规律，而倒向型随机微分方程的解则是将

将来的（也可是不确定的）目标变为当今的明确的解从而来帮助制定当前的决

策。因此，如何精确求解倒向型/正倒向型随机微分方程具有重要理论和实际
意义。然而虽然正向随机微分方程的理论研究历史已有数百年，但倒向型随机

微分方程却仅在近几十年才受到人们关注。彭实戈 [107]认为该局面主要是由
两点因素造成：（1）正向随机微分方程与倒向型随机微分方程的结构具有本质
区别，因此人们很难从正向随机微分方程出发猜想出倒向随机微分方程的形

式。（2）从认识论的角度来看，正向随机微分方程考察的是如何认识客观存在
的随机过程，然而倒向型随机微分方程关心得是如何在有随机干扰的环境中达

到预期的目标。

正倒向型随机微分方程的一般形式为
dxt = b(t, xt, yt, zt)dt+ σ(t, xt, yt, zt)dWt,

−dyt = f(t, xt, yt, zt)dt− ztdWt, 0 ≤ t ≤ T,

x0 = ϵ, yT = ξ,

(5–1)

这里，Wt 是一个 r 维布朗变量；ϵ ∈ F0；ξ ∈ FT；b : Ω × [0, T ] × Rd × Rm ×
Rm×r → Rd；σ : Ω × [0, T ] × Rd × Rm × Rm×r → Rd×r；f : Ω × [0, T ] × Rd ×
Rm × Rm×r → Rm；xt ∈ Rd；yt ∈ Rm 和 zt ∈ Rm×r 为待求变量。依据广义

Feynman-Kac公式 [66, 71]，方程（5–1）的解 (yt, zt)满足如下关系

yt = u(t, xt), zt = (∇xuσ) (t, xt), (5–2)

这里 u(t, x)是如下偏微分方程的经典解

∂u

∂t
+

d∑
i=1

bi
∂u

∂xi
+

1

2

d∑
i,j=1

[σσ∗]ij ·
∂2u

∂xi∂xj
+ f(t, x, u,∇xuσ) = 0, (5–3)
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服从边界条件

u(T, x) = ξ. (5–4)

耦合的二阶正倒向型随机微分方程的一般形式为

dxt = b(t,Θt)dt+ σ(t,Θt)dWt,

−dyt = f(t,Θt)dt− ztdWt,

dzt = Atdt+ ΓtdWt, 0 ≤ t ≤ T,

x0 = ϵ, yT = ξ,

(5–5)

这里：Θt = (xt, yt, zt, At,Γt) ∈ Rm × R × Rd × Sd 为待求变量；(Ω, F , P ) 是
一个给定的概率空间；Wt 是一个 d维的布朗变量；Sd 代表 d × d实矩阵集；

b : Ω×[0, T ]×Rm×R×Rd×Sd → Rm；σ : Ω×[0, T ]×Rm×R×Rd×Sd → Rm×d；

f : Ω × [0, T ] × Rm × R × Rd × Sd → R。在某些假定前提下 [74, 75]，方程组
(5–5)的解 (yt, zt, At, Γt)满足以下关系 yt = u(t, xt), zt = (∇xuσ) (t, xt),

Γt = (∇x(∇xuσ)σ) (t, xt), At =
(
L̃(∇xuσ)

)
(t, xt),

(5–6)

这里：L̃为一个二阶椭圆微分算子

L̃ϕ =
∂ϕ

∂t
+∇xϕ(t, x)b(t, x) +

1

2
tr
(
σ(t, x)σ∗(t, x)∇2

xϕ
)
, (5–7)

∇2
xϕ为一个 Hessian矩阵 [77]，即：∇xϕ = (∂x1ϕ, · · · , ∂xmϕ)。

本章，我们先采用同伦分析方法求解三种不同类型的倒向型随机微分方程

（BSDE），然后再利用同伦分析方法分别求解（1维和高维）正倒向型随机微分
方程（FBSDE）和二阶正倒向型随机微分方程（2FBSDE），以此来阐述同伦分
析方法对于该问题的有效性和在金融领域中的巨大潜力。

5.1 求解倒向型随机微分方程

根据方程 (5–1)-(5–4)，如果我们让 xt 为标准布朗运动 (即 b = 0, σ = 1)，
则与倒向型随机微分方程相关联的偏微分方程为

∂u

∂t
+

1

2

d∑
i=1

∂2u

∂x2i
+ f(t, u,∇xu) = 0, 0 ≤ t ≤ T, (5–8)
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服从边界条件

u(T, x) = ξ, (5–9)

这里 d表示维度。且倒向型随机微分方程的解满足如下关系式

yt = u(t,Wt), zt = ∇xu(t,Wt). (5–10)

5.1.1 一维倒向型随机微分方程

这里，我们先考虑一维的倒向型随机微分方程（yt，Wt均为一维）
−dyt = (−y3t + 2.5y2t − 1.5yt)dt− ztdWt, 0 ≤ t ≤ T,

yT =
exp(WT + T )

exp(WT + T ) + 1
,

(5–11)

其精确解为

yt =
exp(Wt + t)

exp(Wt + t) + 1
, zt =

exp(Wt + t)

(exp(Wt + t) + 1)2
. (5–12)

不失一般性，我们取 T = 1。由于W0 = 0（初始时刻无随机干扰），所以初始

时刻的精确解为：y0 = 1/2，z0 = 1/4。根据公式 (5–8)-(5–10)，相应的偏微分
方程为

∂u

∂t
+

1

2

∂2u

∂x2
− u3 +

5

2
u2 − 3

2
u = 0, 0 ≤ t ≤ 1, (5–13)

服从边界条件

u(1, x) =
ex+1

ex+1 + 1
. (5–14)

我们引入变换

θ =
ex+1

ex+1 + 1
. (5–15)

则 θ ∈ (0, 1)，且

yt = u(t, θ), zt = θ(1− θ)
∂u(t, θ)

∂θ
. (5–16)

方程 (5–13)和 (5–14)转化为

N [u] =
∂u

∂t
+
θ

2
(1− θ)(1− 2θ)

∂u

∂θ
+

1

2
θ2(1− θ)2

∂2u

∂θ2
− u3

+
5

2
u2 − 3

2
u = 0, (5–17)
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服从边界条件

u(t, θ)
∣∣∣
t=1

= θ, (5–18)

其精确解为

u(t, θ) =
θet

θet + (1− θ)e
. (5–19)

这里，N 表征一个非线性算子。接下来，我们将采用同伦分析方法对方程
(5–17)和 (5–18)进行求解。

鉴于 t ∈ [0, 1]为一个有限区域，我们采取幂函数作为基函数，即

u(t, θ) =
+∞∑
m=0

am(θ) · tm, (5–20)

这里：am(θ)为待求系数。

不妨让 φ0(t, θ) 表征待求函数 u(t, θ) 的初始猜测解，且满足边界条件

(5–18)；L是一个辅助的线性算子，满足 L[0] = 0；c0 为一个未知常数，我们

称之为“收敛控制参数”；q ∈ [0, 1]为一个嵌入变量。我们构造如下一组微分

方程

(1− q)L
[
Φ(t, θ, q)− φ0(t, θ)

]
= c0 q N

[
Φ(t, θ, q)

]
, (5–21)

服从边界条件

Φ(t, θ, q)
∣∣∣
t=1

= θ, (5–22)

这里：非线性算子 N 由 (5–17)定义，Φ(t, θ, q)对应的是待求函数 u(t, θ)。

当 q = 0时，由 L[0] = 0可知，方程 (5–21)和 (5–22)有解

Φ(t, θ, 0) = φ0(t, θ). (5–23)

当 q = 1时，若假定

Φ(t, θ, 1) = u(t, θ). (5–24)

则方程 (5–21)和 (5–22)等价于原始方程 (5–17)和 (5–18)。因此，当嵌入变量 q

从 0逐渐增大至 1，Φ(t, θ, q)将从给定的初始猜测解 φ0(t, θ)连续变化至待求函

数 u(t, θ)，因此我们称方程 (5–21)和 (5–22)为零阶形变方程。
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利用 (5–23)，Φ(t, θ, q)可展开成如下麦克劳林级数

Φ(t, θ, q) =
+∞∑
m=0

φm(t, θ) · qm, (5–25)

这里

φm(t, θ) = Dm

[
Φ(t, θ, q)

]
, (5–26)

其中

Dm[f ] =
1

m!

∂mf

∂qm

∣∣∣∣
q=0

. (5–27)

通常说来，幂级数的收敛半径是有限的。但由于在同伦分析方法框架中，

我们有极大的自由选取线性算子 L和非零的收敛控制参数 c0，这给我们提供

了一种简单的方式来控制级数的收敛性。我们先假定通过选取合适的线性算

子 L和非零的收敛控制参数 c0，使得幂级数 (5–25)在 q = 1处收敛。则由公式

(5–24)可知，同伦近似解

u(t, θ) =
+∞∑
m=0

φm(t, θ). (5–28)

将幂级数 (5–25)代入到零阶形变方程 (5–21)和 (5–22)中，并令方程左右
两边 qm系数相等，可得如下m阶形变方程

L [φm − χmφm−1] = c0 δm−1(t, θ), (5–29)

服从边界条件

φm(t, θ)
∣∣∣
t=1

= 0, (5–30)

其中，

δn(t, θ) = Dn

{
N [Φ(t, θ, q)]

}
=

∂φn

∂t
+

1

2
θ(1− θ)(1− 2θ)

∂φn

∂θ
+

1

2
θ2(1− θ)2

∂2φn

∂θ2

−
n∑

i=0

n−i∑
j=0

φiφjφn−i−j +
5

2

n∑
i=0

φiφn−i −
3

2
φn, (5–31)

且

χm =

{
0, m ≤ 1,

1, m > 1.
(5–32)
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这里 Dn由 (5–27)定义。同时，为了满足边界条件 (5–18)，我们选取

φ0(t, θ) = θ (5–33)

作为 u(t, θ)的初始猜测解，并选取如下辅助线性算子

L[φ] = ∂φ

∂t
. (5–34)

注意到，m阶形变方程为一阶线性方程，且仅有一个边界条件，因此该方程仅

有唯一解。m阶形变方程的通解为

φm(t, θ) = χm φm−1(t, θ) + c0

∫ t

1

δm−1(z, θ)dz, (5–35)

待求函数 u(t, θ)的M 阶同伦级数解为

φ̃M(t, θ) =
M∑

m=0

φm(t, θ), (5–36)

若求出 φ̃M(t, θ)，相应的初始值 y0，z0即可得到

ỹ0 = φ̃M(0, θ)
∣∣∣
θ= e

e+1

, z̃0 =
[
θ(1− θ)

∂φ̃M(0, θ)

∂θ

]∣∣∣∣
θ= e

e+1

.

由于该问题的精确解已知，因此我们定义如下函数来刻画求出的同伦级数

解与精确解之间的误差

Ẽ =

∫ 1

0

∫ 1

0

[
φ̃M(t, θ)− u(t, θ)

]2
dθdt. (5–37)

除此之外，在精确解未知情况下，我们也可定义如下全局误差

E =

∫ 1

0

∫ 1

0

{
N [φ̃M(t, θ)]

}2

dθdt, (5–38)

这里非线性算子 N 由 (5–17)定义。显然，E 或 Ẽ 越小，则说明求出的同伦级
数解越精确。

误差 E ∼ c0 曲线如图5–1所示。可以发现任给 c0 ∈ [−1.4,−0.4]，误差

E 均会随着阶数的增加而减少，这也意味着同伦级数的收敛区域为 c0 ∈
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[−1.4,−0.4]，但最优的收敛控制参数 c0（即最小的误差 E）在−1附近。因此，

为简便起见，我们取 c0 = −1。相应的同伦近似解为

φ̃1(t, θ) = tθ + θ2 − tθ2;

φ̃2(t, θ) =
1

2
θ +

1

2
t2θ − 1

2
θ2 + 2tθ2 − 3

2
t2θ2 + θ3 − 2tθ3 + t2θ3;

φ̃3(t, θ) =
1

3
θ +

1

2
tθ +

1

6
t3θ +

2

3
θ2 − 3

2
tθ2 + 2t2θ2 − 7

6
t3θ2

− θ3 + 4tθ3 − 5t2θ3 + 2t3θ3 + θ4 − 3tθ4 + 3t2θ4 − t3θ4;

· · ·

(5–39)

c0

-2 -1.5 -1 -0.5 0
10-20

10-15

10-10

10-5

100

105

图 5–1一维倒向型随机微分方程，E ∼ c0曲线图。点虚线：5阶同伦近似；虚线：10阶同
伦近似；实线：15阶同伦近似。
Fig. 5–1 The squared residual error versus c0 of Eq. (5–21). Dash-dotted line: 5th-order approxi-
mation; Dashed line: 10th-order approximation; Solid line: 15th-order approximation.

表5–1给出了使用同伦分析方法在不同阶数时得到的结果，可以发现仅需
2.2s1就可得到精确的结果（此时同伦级数解与精确解的误差为 10−9量级）。除

1本节所有算例均在 i7 3.60GHz处理器和 8GB内存的手提电脑上运行
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此之外，图5–2比较了 t = 0, 0.25, 0.5, 0.75时的同伦级数解与精确解，可以发现

同伦级数解与精确解吻合很好。这些均证实了同伦分析方法对于倒向型随机微

分方程的有效性。

表 5–1一维倒向型随机微分方程，同伦分析方法在不同阶数时求出的结果。
Table 5–1 The squared residual error, the used CPU time (second) and the relative error between the
homotopy approximations ỹ0, z̃0 and the exact solutions y0, z0 of Eq. (5–11), respectively. Here,
m denotes the order of approximation.

m Ẽ ỹ0 − y0 z̃0 − z0 time (s)

3 1× 10−6 −5× 10−3 −8× 10−4 0.1
6 8× 10−10 8× 10−5 2× 10−4 0.2
9 5× 10−13 3× 10−7 −1× 10−5 0.4
12 4× 10−16 −8× 10−8 5× 10−7 1.0
15 6× 10−19 3× 10−9 −8× 10−9 2.2

5.1.2 带有 2维 yt的倒向型随机微分方程

本小节，我们考虑一个带有 2维 yt的倒向型随机微分方程
−

(
dy(1)t

dy(2)t

)
=

[12y(1)t − y
(2)
t

] [ (
y
(1)
t

)2
+
(
y
(2)
t

)2 ][
y
(1)
t + 1

2
y
(2)
t

] [ (
y
(1)
t

)2
+
(
y
(2)
t

)2 ]
 dt−

(
z
(1)
t

z
(2)
t

)
dWt,

yT =

[
y
(1)
T

y
(2)
T

]
=

[
sin (WT + T )

cos (WT + T )

]
,

(5–40)
其精确解为

yt =

[
y
(1)
t

y
(2)
t

]
=

[
sin (Wt + t)

cos (Wt + t)

]
, zt =

[
z
(1)
t

z
(2)
t

]
=

[
cos (Wt + t)

− sin (Wt + t)

]
. (5–41)

在初始时刻，有 y0 = [y
(1)
0 , y

(2)
0 ]∗ = [0, 1]∗, z0 = [z

(1)
0 , z

(2)
0 ]∗ = [1, 0]∗。同样得，不

失一般性，我们令 T = 1。根据公式 (5–8)-(5–10)，相应的偏微分方程为
N1[u1, u2] =

∂u1
∂t

+
1

2

∂2u1
∂x2

+

(
1

2
u1 − u2

)(
u21 + u22

)
= 0,

N2[u1, u2] =
∂u2
∂t

+
1

2

∂2u2
∂x2

+

(
u1 +

1

2
u2

)(
u21 + u22

)
= 0,

(5–42)
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u

0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

图 5–2一维倒向型随机微分方程，比较 t = 0, 0.25, 0.5, 0.75时的同伦级数解与精确解。双
点虚线：t = 0时的同伦近似解；实线：t = 0.25时的同伦近似解；点虚线：t = 0.5时的
同伦近似解；虚线：t = 0.75时的同伦近似解；正方形：t = 0时的精确解；上三角形：
t = 0.25时的精确解；圆形：t = 0.5时的精确解；菱形：t = 0.75时的精确解。
Fig. 5–2 Comparison between the homotopy approximations and the exact solution u of Eqs. (5–17)
and (5–18) when t = 0, 0.25, 0.5, 0.75. Dash-double-dotted line: homotopy approximation at t =
0; Solid line: homotopy approximation at t = 0.25; Dashed-dotted line: homotopy approximation
at t = 0.5; Dashed line: homotopy approximation at t = 0.75. Square: exact solution at t = 0;
Triangle up: exact solution at t = 0.25; Circle: exact solution at t = 0.5; Diamond: exact solution
at t = 0.75.

服从边界条件

u1(1, x) = sin(x+ 1), u2(1, x) = cos(x+ 1), (5–43)

其精确解为

u1(t, x) = sin(x+ t), u2(t, x) = cos(x+ t). (5–44)

这里：非线性算子 N1和 N2由 (5–42)定义。
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在同伦分析方法框架中，我们构造如下零阶形变方程


(1− q)

∂

∂t

[
Φ(t, x, q)− φ0(t, x)

]
= c0 q N1

[
Φ(t, x, q),Ξ(t, x, q)

]
,

(1− q)
∂

∂t

[
Ξ(t, x, q)− S0(t, x)

]
= c0 q N2

[
Φ(t, x, q),Ξ(t, x, q)

]
,

(5–45)

服从边界条件

Φ(t, x, q)
∣∣∣
t=1

= sin(x+ 1), Ξ(t, x, q)
∣∣∣
t=1

= cos(x+ 1), (5–46)

这里 φ0和 S0分别为 u1和 u2的初始猜测解。显然，

Φ(t, x, 1) = u1(t, x), Ξ(t, x, 1) = u2(t, x). (5–47)

因此，当嵌入变量 q 从 0 连续变化至 1 时，Φ(t, x, q) 从给定的初始猜测解

φ0(t, x)连续变化至待求函数 u1(t, x)，Ξ(t, x, q)从 S0(t, x)连续变化至 u2(t, x)。

同样得，我们将 Φ(t, x, q)和 Ξ(t, x, q)展开成关于 q的幂级数

Φ(t, x, q) =
+∞∑
m=0

φm(t, x) · qm, Ξ(t, x, q) =
+∞∑
m=0

Sm(t, x) · qm. (5–48)

并将 (5–48)代入到方程 (5–45)和 (5–46)中，然后让方程左右两边 qm 系数相

等，可得高阶形变方程

∂

∂t

(
φm − χmφm−1

)
= c0 δ1,m−1, (5–49)

∂

∂t

(
Sm − χmSm−1

)
= c0 δ2,m−1, (5–50)

服从边界条件

φm(t, x)
∣∣∣
t=1

= 0, Sm(t, x)
∣∣∣
t=1

= 0, (5–51)
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其中

δ1,n(t, x) = Dn

(
N1

[
Φ(t, x, q),Ξ(t, x, q)

])
=

∂φn

∂t
+

1

2

∂2φn

∂x2

+
n∑

i=0

n−i∑
j=0

(
1

2
φi − Si

)(
φjφn−i−j + SjSn−i−j

)
, (5–52)

δ2,n(t, x) = Dn

(
N2

[
Φ(t, x, q),Ξ(t, x, q)

])
=

∂Sn

∂t
+

1

2

∂2Sn

∂x2

+
n∑

i=0

n−i∑
j=0

(
φi +

1

2
Si

)(
φjφn−i−j + SjSn−i−j

)
, (5–53)

为了满足边界条件 (5–43)，我们选取如下的初始猜测解

φ0(t, x) = sin(x+ 1), S0(t, x) = cos(x+ 1). (5–54)

则高阶形变方程（5–49）-（5–51）的通解为

φm(t, x) = χm φm−1(t, x) + c0

∫ t

1

δ1,m−1(t, x)dt, (5–55)

Sm(t, x) = χm Sm−1(t, x) + c0

∫ t

1

δ2,m−1(t, x)dt, (5–56)

当利用 φ0(t, x)，S0(t, x)依次求出 φ1(t, x)，S1(t, x)，φ2(t, x)，S2(t, x)，· · · 后，
u1(t, x)和 u2(t, x)的M 阶同伦近似解为

φ̃M(t, x) =
M∑

m=0

φm(t, x), S̃M(t, x) =
M∑

m=0

Sm(t, x), (5–57)

在初始时刻 t = 0时，有

ỹ1 = φ̃M(0, x)
∣∣∣
x=0

, ỹ2 = S̃M(0, x)
∣∣∣
x=0

,

z̃1 =
∂φ̃M(0, x)

∂x

∣∣∣∣
x=0

, z̃2 =
∂S̃M(0, x)

∂x

∣∣∣∣
x=0

,
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同样地，我们定义如下两个误差
Ẽ =

∫ T

0

∫ +∞

−∞

[(
φ̃M − u1

)2
+
(
S̃M − u2

)2]
dxdt,

E =

∫ T

0

∫ +∞

−∞

{(
N1[φ̃M , S̃M ]

)2
+
(
N2[φ̃M , S̃M ]

)2}
dxdt.

(5–58)

通过计算，同伦级数解的收敛域为 c0 ∈ [−1.3,−0.4]，但最优的 c0 （对应于最

小的误差 E）仍然在 −1附近。因此，我们选取 c0 = −1，相应的同伦近似解为

φ̃1(t, x) = (t− 1) cos(1 + x) + sin(1 + x);

S̃1(t, x) = (1− t) sin(1 + x) + cos(1 + x);

φ̃2(t, x) = (t− 1) cos(1 + x)− 1

2
(t2 − 2t− 1) sin(1 + x);

S̃2(t, x) = (1− t) sin(1 + x)− 1

2
(t2 − 2t− 1) cos(1 + x);

φ̃3(t, x) = −1

6
(t3 − 3t2 − 3t+ 5) cos(1 + x)− 1

2
(t2 − 2t− 1) sin(1 + x);

S̃3(t, x) =
1

6
(t3 − 3t2 − 3t+ 5) sin(1 + x)− 1

2
(t2 − 2t− 1) cos(1 + x);

· · ·

表5–2给出了同伦分析方法在不同阶数时的结果，可以发现同伦级数解与
精确解之间的误差仅需 6.9s，就降至 10−20 量级。因此，同伦分析方法对于该

类倒向型随机微分方程（2维 yt）依然有效。图5–3比较了 t = 0, 0.25, 0.5, 0.75

时的同伦级数解与精确解，可以发现同伦级数解与精确解吻合非常好。

5.1.3 带有 2维布朗变量的倒向型随机微分方程

本小节，我们考虑如下带有 2维布朗变量的倒向型随机微分方程
− dyt =

(
yt −

1

2
z
(1)
t − 1

2
z
(2)
t

)
dt− z

(1)
t dW (1)

t − z
(2)
t dW (2)

t , 0 ≤ t ≤ T,

yT = sin
(
W

(1)
T +W

(2)
T + T

)
,

(5–59)

其精确解为 
yt = sin

(
W

(1)
t +W

(2)
t + t

)
,

z
(1)
t = cos

(
W

(1)
t +W

(2)
t + t

)
,

z
(2)
t = cos

(
W

(1)
t +W

(2)
t + t

)
.

(5–60)
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表 5–2带有 2维 yt的倒向型随机微分方程，使用同伦分析方法在不同阶数时得到的结果。
Table 5–2 The squared residual error, the used CPU time (second) and the relative error between
the homotopy approximations ỹ1, ỹ2 and the exact solutions y(1)0 , y(2)0 of Eq. (5–40), respectively.
Here, m denotes the order of approximation.

m Ẽ ỹ1 − y
(1)
0 ỹ2 − y

(2)
0 time (s)

4 8× 10−6 6× 10−3 −6× 10−3 0.2
8 6× 10−13 2× 10−6 −2× 10−6 0.7
12 2× 10−21 1× 10−10 −1× 10−10 1.7
16 5× 10−31 2× 10−15 −2× 10−15 3.5
20 2× 10−41 1× 10−20 −2× 10−20 6.9

x

u 1

-3 -2 -1 1 2 3

-1

-0.5

0.5

1

(a)

x

u 2

-3 -2 -1 1 2 3

-1

-0.5

0.5

1

(b)

图 5–3带有 2维 yt 的倒向型随机微分方程，比较 t = 0, 0.25, 0.5, 0.75时的同伦级数解与
精确解。双点虚线：t = 0时的同伦近似解；实线：t = 0.25时的同伦近似解；点虚线：
t = 0.5时的同伦近似解；虚线：t = 0.75时的同伦近似解；正方形：t = 0时的精确解；
上三角形：t = 0.25时的精确解；圆形：t = 0.5时的精确解；菱形：t = 0.75时的精确解。
Fig. 5–3 Comparison between the homotopy approximations and the exact solutions u1 (left), u2

(right) of Eqs. (5–42) and (5–43), respectively, at t = 0, 0.25, 0.5, 0.75. Dash-double-dotted line:
homotopy approximations at t = 0; Solid line: homotopy approximations at t = 0.25; Dashed-
dotted line: homotopy approximations at t = 0.5; Dashed line: homotopy approximations at t =
0.75. Square: the exact solution at t = 0; Triangle up: the exact solution at t = 0.25; Circle: the
exact solution at t = 0.5; Diamond: the exact solution at t = 0.75.
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在初始时刻，精确解为：y0 = 0, z(1)0 = 1, z(2)0 = 1。不失一般性，我们令 T = 1。

同样根据方程 (5–8)-(5–10)，可得相应的偏微分方程为

N3[u] =
∂u

∂t
+

1

2

∂2u

∂x21
+

1

2

∂2u

∂x22
+ u− 1

2

∂u

∂x1
− 1

2

∂u

∂x2
= 0, (5–61)

服从边界条件

u(1, x1, x2) = sin(x1 + x2 + 1). (5–62)

这里非线性算子 N3由 (5–61)定义。

我们构造如下零阶形变方程

(1− q)
∂

∂t

[
Φ(t, x1, x2, q)− φ0(t, x1, x2)

]
= c0 q N3

[
Φ(t, x1, x2, q)

]
, (5–63)

服从边界条件

Φ(t, x1, x2, q)
∣∣∣
t=1

= sin(x1 + x2 + 1), (5–64)

这里 φ0为 u(t, x1, x2)的初始猜测解，且 φ0满足边界条件 (5–62)。

与前两小节类似，u(t, x1, x2)的M 阶同伦近似为

φ̃M(t, x1, x2) =
M∑

m=0

φm(t, x1, x2), (5–65)

φm由如下高阶形变方程求出

∂

∂t

(
φm − χmφm−1

)
= c0 δ3,m−1, (5–66)

且服从边界条件

φm(t, x1, x2)
∣∣∣
t=1

= 0, (5–67)

其中，

δ3,k(t, x1, x2) = Dk

(
N3

[
Φ(t, x1, x2, q)

])
=

∂φk

∂t
+

1

2

(
∂2φk

∂x21
+
∂2φk

∂x22

)
+ φk −

1

2

(
∂φk

∂x1
+
∂φk

∂x2

)
, (5–68)

为了满足边界条件 (5–62)，我们选取如下初始猜测解

φ0(t, x1, x2) = sin(x1 + x2 + 1). (5–69)
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注意到通解

φm(t, x1, x2) = χmφm−1(t, x1, x2) + c0

∫ t

1

δ3,m−1(z, x1, x2)dz, (5–70)

这也意味着每步仅需对时间 t积分一次，即可求出原有的偏微分方程 (5–61)和
(5–62)的逐阶同伦近似解。当求出M 阶同伦近似解之后，初始时刻的同伦近

似解即可得到

ỹ0 = φ̃M(0, 0, 0), z̃
(1)
0 =

∂φ̃M(0, x1, 0)

∂x1

∣∣∣
x1=0

, z̃
(2)
0 =

∂φ̃M(0, 0, x2)

∂x2

∣∣∣
x2=0

.

考虑到对称性，有

z̃
(1)
0 − z

(1)
0 = z̃

(2)
0 − z

(2)
0 . (5–71)

同样得，我们定义如下两个误差
Ẽ =

∫ T

0

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

[
(φ̃M − u)2

]
dx1dx2dt,

E =

∫ T

0

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

{
N3[φ̃M(t, x1, x2)]

}2

dx1dx2dt.
(5–72)

通过计算，同伦级数解的收敛域为 c0 ∈ [−1.3,−0.4]，但最优的 c0 （对应

于最小的误差 E）在 −1附近，因此我们选取 c0 = −1。相应的同伦近似解为

φ̃1(t, x) = (t− 1) cos(1 + x1 + x2) + sin(1 + x1 + x2);

φ̃2(t, x) = (t− 1) cos(1 + x1 + x2)−
1

2
(t2 − 2t− 1) sin(1 + x1 + x2);

φ̃3(t, x) = −1

6
(t3 − 3t2 − 3t+ 5) cos(1 + x1 + x2)

− 1

2
(t2 − 2t− 1) sin(1 + x1 + x2);

· · ·

表5–3给出了同伦分析方法在不同阶数时的结果，可以发现仅需 0.5s，同伦
级数解与精确解之间的误差就降至 10−17量级。因此，同伦分析方法对于带有 2
维布朗运动的倒向型随机微分方程依然有效。图5–4比较了 t = 0, 0.25, 0.5, 0.75

时的同伦级数解与精确解，可以发现同伦级数解与精确解吻合很好。
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表 5–3带有 2维布朗运动的倒向型随机微分方程，使用同伦分析方法在不同阶数时得到的
结果。
Table 5–3 The squared residual error, used CPU time (second) and the relative error between the
homotopy approximations ỹ0, z̃(1)0 and the exact solutions y0, z(1)0 of Eq. (5–59), respectively. Here,
m denotes the order of approximation.

m Ẽ ỹ1 − y
(1)
0 ỹ2 − y

(2)
0 time (s)

4 4× 10−6 6× 10−3 −6× 10−3 0.06
8 3× 10−13 2× 10−6 −2× 10−6 0.12
12 8× 10−22 1× 10−10 −1× 10−10 0.23
16 2× 10−31 2× 10−15 −2× 10−15 0.36
20 1× 10−41 −4× 10−17 7× 10−17 0.50

5.2 求解正倒向型随机微分方程

本节，我们将采用同伦分析方法求解三种不同类型的正倒向型随机微分方

程，其中包含一维的正倒向型随机微分方程，一维的 2阶正倒向型随机微分方
程和高维的正倒向型随机微分方程。

5.2.1 一维正倒向型随机微分方程

我们先考虑一个耦合的正倒向型随机微分方程
dxt = yt sin(t+ xt)dt+ yt cos(t+ xt)dWt,

−dyt =
[
1

2
y2t zt − cos(t+ xt)(y

2
t + 1)

]
dt− ztdWt, 0 ≤ t ≤ T,

x0 =
1

2
, yT = sin(T + xT ),

(5–73)

其精确解为

yt = sin(t+ xt), zt = cos2(t+ xt) sin(t+ xt). (5–74)

在初始时刻

y0 = sin (x0) , z0 = cos2 (x0) sin (x0) .
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x

u

-3 -2 -1 1 2 3

-1

-0.5

0.5

1

图 5–4带有 2维布朗运动的倒向型随机微分方程，比较 t = 0, 0.25, 0.5, 0.75时的同伦级数
解与精确解。双点虚线：t = 0时的同伦近似解；实线：t = 0.25时的同伦近似解；点虚
线：t = 0.5时的同伦近似解；虚线：t = 0.75时的同伦近似解；正方形：t = 0时的精确
解；上三角形：t = 0.25时的精确解；圆形：t = 0.5时的精确解；菱形：t = 0.75时的精
确解。
Fig. 5–4 Comparison between the homotopy approximation and the exact solution u of Eqs. (5–61)
and (5–62), when x1 = x2 = x, t = 0, 0.25, 0.5, 0.75. Dash-double-dotted line: homotopy
approximation at t = 0; Solid line: homotopy approximation at t = 0.25; Dashed-dotted line:
homotopy approximation at t = 0.5; Dashed line: homotopy approximation at t = 0.75. Square:
exact solution at t = 0; Triangle up: exact solution at t = 0.25; Circle: exact solution at t = 0.5;
Diamond: exact solution at t = 0.75.

我们同样令 T = 1，根据公式 (5–1)-(5–4)，可得相应的偏微分方程

∂u

∂t
+ sin(t+ x)u

∂u

∂x
+

1

4
cos(2t+ 2x)u2

∂2u

∂x2
+

1

4
u2
∂2u

∂x2

+
1

2
cos(t+ x)u3

∂u

∂x
− cos(t+ x)(u2 + 1) = 0, (5–75)

并服从边界条件

u(t, x)
∣∣∣
t=1

= sin(1 + x), (5–76)
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其精确解为 u = sin(t+ x)。

与前三小节不同，我们构造如下零阶形变方程

(1− q)
∂

∂t

[
Φ(t, x, q)− φ0(t, x)

]
= c0 q N4

[
Φ(t, x, q), q

]
, (5–77)

服从边界条件

Φ(t, x, q)
∣∣∣
t=1

= sin(q + x), (5–78)

其中，φ0为 u(t, x)的初始猜测解，且

N4

[
Φ(t, x, q), q

]
=

∂Φ

∂t
+ sin(tq + x)u

∂Φ

∂x
+

1

4
cos(2tq + 2x)Φ2∂

2Φ

∂x2
+

1

4
Φ2∂

2Φ

∂x2

+
1

2
cos(tq + x)Φ3∂Φ

∂x
− cos(tq + x)(Φ2 + 1). (5–79)

为了用幂函数基来表达待求函数 u(t, x)，我们在这里用 sin(tq + x)，cos(tq + x)

和 cos(2tq + 2x)分别取代了原方程中的 sin(t + x)，cos(t + x)，cos(2t + 2x)，

如若不然，在高阶形变方程中即会出现 tn cos(t+ x)和 tn sin(t+ x)项，这将与

同伦分析方法中的“解表达”原则相违背。与此同时，通过计算，我们发现若

将边界条件 (5–78)中的 sin(1 + x)变成 sin(q + x)，收敛速度会极大提升。这也

是何我们构造上述形式的零阶形变方程（5–77）-（5–79）。

我们同样将 Φ(t, x, q)展开成关于变量 q的麦克劳林级数

Φ(t, x, q) =
+∞∑
m=0

φm(t, x)q
m. (5–80)

把上述级数代入到零阶形变方程中，并对方程 (5–77)，(5–78)左右两边同时对
q求m阶导，再令 q = 0，然后方程左右两边同时除以m!，可得高阶形变方程

∂

∂t

(
φm − χmφm−1

)
= c0 δ4,m−1, (5–81)

服从边界条件

φm(t, x)
∣∣∣
t=1

=
1

m!
sin
(
x+

mπ

2

)
. (5–82)
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这里，

δ4,n(t, x) = Dn

(
N4

[
Φ(t, x, q), q

])
=

∂φn

∂t
+

n∑
i=0

i∑
j=0

tj

j!
sin
(
x+

jπ

2

)
φn−i

∂φi−j

∂x

+
n∑

i=0

i∑
j=0

j∑
k=0

k∑
p=0

tp

2 · p!
cos
(
x+

pπ

2

)
φn−iφi−jφj−k

∂φk−p

∂x

+
n∑

i=0

i∑
j=0

j∑
k=0

(2t)k

4 · k!
cos
(
2x+

kπ

2

)
φn−iφi−j

∂2φj−k

∂x2

+
n∑

i=0

i∑
j=0

[
1

4

∂2φj

∂x2
− tj

j!
cos
(
x+

jπ

2

)]
φn−iφi−j

− tn

n!
cos
(
x+

nπ

2

)
. (5–83)

则高阶形变方程的通解为

φm(t, x) = χm φm−1(t, x) + c0

∫ t

0

δ4,m−1(t, x)dt+ Am(x). (5–84)

为了满足边界条件 (5–78)，我们选取如下初始猜测解

φ0(t, x) = sin(x). (5–85)

当依次求出 φ1(t, x)，φ2(t, x)，· · · 后，可得 u(t, x)的M 阶同伦近似解

φ̃M(t, x) =
M∑

m=0

φm(t, x), (5–86)

在初始时刻，有

ỹ0 = φ̃M(0, x0), z̃0 =

[
cos(x)φ̃M

∂φ̃M

∂x

]∣∣∣∣
t=0, x=x0

.

图5–5给出了 E ∼ c0 曲线，可以发现，对于该算例，同伦级数的收敛域很
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小，且最优的 c0 = −1。因此我们选取 c0 = −1，然后得到相应的同伦级数

φ̃1(t, x) = sin(x) + t cos(x);

φ̃2(t, x) = sin(x) + t cos(x)− 1

2
t2 sin(x);

φ̃3(t, x) = sin(x) + t cos(x)− 1

2
t2 sin(x)− 1

6
t3 cos(x);

· · ·

(5–87)

c0

-2 -1.5 -1 -0.5 0
10-10

10-5

100

105

1010

图 5–5正倒向型随机微分方程，E ∼ c0曲线。点虚线：三阶同伦近似；虚线：五阶同伦近
似；实线：七阶同伦近似。
Fig. 5–5 The squared residual error versus c0 of Eq. (5–77). Dash-dotted line: 3th-order approxi-
mation; Dashed line: 5th-order approximation; Solid line: 7th-order approximation.

不难发现同伦近似解 φ̃M(t, x)实际上为精确解 u(t, x) = sin(x+ t)对 t的一

个麦克劳林级数展开（详细证明请见附录B），即

φ̃M(t, x) =
M∑
i=0

ti

i!
sin
(
x+

i

2
π

)
. (5–88)
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这也意味着我们的同伦级数解收敛于原方程的精确解。表5–4给出了同伦分析
方法在不同阶数的结果，可以发现：初始时刻的同伦级数解与精确解完全相

同，且仅需 1.8s，全局误差 Ẽ 即降至 9× 10−42。因此，同伦分析方法对于正倒

向型随机微分方程依然有效。

表 5–4正倒向型随机微分方程，使用同伦分析方法在不同阶数时得到的结果。
Table 5–4 The squared residual error, used CPU time (second) and the relative error between the
homotopy approximations ỹ0, z̃(1)0 and the exact solutions y0, z(1)0 of Eq. (5–59), respectively. Here,
m denotes the order of approximation.

m Ẽ ỹ0 − y0 z̃0 − z0 CPU time (s)

4 4× 10−6 0 0 0.02
8 3× 10−13 0 0 0.11
12 7× 10−22 0 0 0.33
16 2× 10−31 0 0 0.78
20 9× 10−42 0 0 1.81

5.2.2 2阶正倒向型随机微分方程

本节，我们考虑如下一个 2阶正倒向型随机微分方程

dxt = sin(t+ xt)dt+ cos(t+ xt)dWt,

−dyt =
[
− cos(t+ xt)zt − cos(t+ xt)(y

2
t + yt)−

Γt

4

]
dt− ztdWt,

dzt = Atdt+ ΓtdWt, 0 ≤ t ≤ T,

x0 =
1

2
, yT = sin(T + xT ),

(5–89)

其精确解为
yt = sin(t+ xt), zt = cos2(t+ xt),

Γt = −2 sin(t+ xt) cos2(t+ xt),

At = − sin(2t+ 2xt) [1 + sin(t+ xt)]− cos(2t+ 2xt) cos2(t+ xt).

(5–90)

在初始时刻 t = 0，有 y0 = sin (x0) , z0 = cos2 (x0) , Γ0 = −2 sin(x0) cos2(x0),

A0 = − sin(2x0) [1 + sin(x0)]− cos(2x0) cos2(x0).

— 103 —



应用同伦分析方法求解若干力学和金融学问题 上海交通大学硕士学位论文

不失一般性，我们令 T = 1。由公式 (5–5)-(5–7)，可得相应的偏微分方程

∂u

∂t
+

1

8
[1 + cos(2t+ 2x)]

∂2u

∂x2
− cos(t+ x)(u2 + u)

+

[
sin(t+ x) +

1

8
sin(2t+ 2x)− 1

2
cos(2t+ 2x)− 1

2

]
∂u

∂x
= 0, (5–91)

并服从边界条件

u(t, x)
∣∣∣
t=1

= sin(1 + x). (5–92)

与 5.2.1节相似，我们构造如下零阶形变方程

(1− q)
∂

∂t

[
Φ(t, x, q)− φ0(t, x)

]
= c0 q N5

[
Φ(t, x, q), q

]
(5–93)

并服从边界条件

Φ(t, x, q)
∣∣∣
t=1

= sin(q + x), (5–94)

其中，

N5

[
Φ(t, x, q), q

]
=

∂Φ

∂t
+

1

8
[1 + cos(2tq + 2x)]

∂2Φ

∂x2
− cos(tq + x)(Φ2 + Φ)

+

[
sin(tq + x) +

1

8
sin(2tq + 2x)− 1

2
cos(2tq + 2x)− 1

2

]
∂Φ

∂x
(5–95)

对应于原始方程 (5–91)。注意到，此时同样为了保证同伦级数的解表达为幂函
数形式，我们用 cos(tq + x)，sin(tq + x)分别取代了原始方程中的 cos(t + x)，

sin(t+ x)。

与零阶形变方程（5–93）-（5–95）相对应的高阶形变方程为

∂

∂t

(
φm − χmφm−1

)
= c0 δ5,m−1, (5–96)

并服从边界条件

φm(t, x)
∣∣∣
t=1

=
1

m!
sin
(
x+

mπ

2

)
, (5–97)
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这里，

δ5,n = Dn

(
N5

[
Φ(t, x, q), q

])
=

∂φn

∂t
− 1

2

∂φn

∂x
+

1

8

∂2φn

∂x2
+

n∑
i=0

ti

i!
sin
(
x+

iπ

2

)
∂φn−i

∂x

+
n∑

i=0

ti

i!

[
2i

8
cos
(
2x+

iπ

2

)
∂2φn−i

∂x2
− cos

(
x+

iπ

2

)
φn−i

]
+

n∑
i=0

(2t)i

i!

[
1

8
sin
(
2x+

iπ

2

)
− 1

2
cos
(
2x+

iπ

2

)]
∂φn−i

∂x

−
n∑

i=0

n−i∑
j=0

ti

i!
cos
(
x+

iπ

2

)
φjφn−i−j, (5–98)

我们依旧选取 φ0 = sin(x)作为 u(t, x)的初始猜测解，则通解为

φm(t, x) = χm φm−1(t, x) + c0

∫ t

0

δ5,m−1(t, x)dt+Bm(x), (5–99)

当我们求出M 阶同伦近似解 φ̃M，即可得到 t = 0时的结果

ỹ0 = φ̃M(0, x0), z̃0 =

[
cos(x)

∂φ̃M

∂x

] ∣∣∣∣
t=0, x=x0

,

Γ̃0 =

{
cos(x)

∂

∂x

[
cos(x)

∂φ̃M

∂x

]}∣∣∣∣
t=0, x=x0

,

Ã0 =

{
L̃
[
cos(x)

∂φ̃M

∂x

]} ∣∣∣∣
t=0, x=x0

,

(5–100)

这里，线性算子 L̃由 (5–7)定义。

与 5.2.1节相似，我们发现最优的收敛控制参数 c0依旧为 −1，取 c0 = −1，

可得同伦近似解

φ̃1(t, x) = sin(x) + t cos(x);

φ̃2(t, x) = sin(x) + t cos(x)− 1

2
t2 sin(x);

φ̃3(t, x) = sin(x) + t cos(x)− 1

2
t2 sin(x)− 1

6
t3 cos(x);

· · ·

(5–101)
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不难发现同伦级数解 φ̃M(t, x)恰好是精确解 u(t, x) = sin(x + t)关于时间 t的

一个麦克劳林级数展开式（仿照附录 B易证）。此外，表 5–5给出了同伦近似解
在初始时刻的值，可以发现求出的 ỹ0，z̃0，Γ̃0和 Ã0与精确解 y0，z0，Γ0，A0

完全相同。而且仅需 0.28s，误差 Ẽ 即降至 7 × 10−29。因此，同伦分析方法对

于 2阶正倒向型随机微分方程依旧有效。

表 5–5 2阶正倒向型随机微分方程，使用同伦分析方法在不同阶数时得到的结果。
Table 5–5 The squared residual error, the used CPU time (second) and the relative error between
the homotopy approximations ỹ0, z̃0, Γ̃0, Ã0 and the exact solutions y0, z0, Γ0, A0 of Eq. (5–89),
respectively. Here, m denotes the order of approximation.

m Ẽ ỹ0 − y0 z̃0 − z0 Γ̃0 − Γ0 Ã0 − A0 time (s)

4 1× 10−4 0 0 0 0 0.05
8 2× 10−9 0 0 0 0 0.08
12 3×10−15 0 0 0 0 0.13
16 8×10−22 0 0 0 0 0.19
20 7×10−29 0 0 0 0 0.28

5.2.3 高维正倒向型随机微分方程

众所周知，对于高维问题，数值方法通常会遇到所谓的“维度灾难”。如

何提高计算效率，如何快速求解高维正倒向型随机微分方程也一直是人们十分

关心的一个问题。本节作者采用同伦分析方法求解一个 d维的线性正倒向型随

机微分方程，来揭示同伦分析方法对于高维正倒向型随机微分方程的有效性和

高效性。

我们考虑如下一个非耦合的正倒向型随机微分方程

∂u

∂t
+

d∑
i=1

bi
∂u

∂xi
+

1

2

d∑
i=1

σ2
i,i ·

∂2u

∂x2i
+ f = 0, (5–102)
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这里



bi =
1

d
xi e−x2

i , σi,i =
1

d
e−x2

i , i = 1, 2, · · · , d,

f = −
d∑

i=1

xizi +
1

d2
y − 1

d3

d∑
i=1

(x2i + e−2x2
i

) d∏
k = 1

k ̸= i

(xk + t)



− 1

d

d∑
i=1

x
2
i

d∑
j = 1

j ̸= i

d∏
k = 1

k ̸= i

k ̸= j

(xk + t)

 ,
(5–103)

其精确解为



yt =
1

d

d∑
j=1

x2t,j
d∏

k = 1

k ̸= j

(xt,k + t)

 ,

zt,i =
1

d2
e−x2

t,i

d∑
j = 1

j ̸= i

x
2
t,j

d∏
k = 1

k ̸= i

k ̸= j

(xt,k + t)

+
2xt,i
d2

e−x2
t,i

d∏
k = 1

k ̸= i

(xt,k + t).

不失一般性，我们取 T = 1，x0,i = 1，i = 1, 2, · · · , d。则初始时刻的精确值为

y0 = 1, z0,i =
d+ 1

ed2
, i = 1, 2, · · · , d.
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根据公式 (5–1)-(5–4)，可得相应的偏微分方程

N6[u] =
∂u

∂t
+

1

2d2

d∑
i=1

(
e−2x2

i · ∂
2u

∂x2i

)
+
u

d2
− 1

d

d∑
i=1

x
2
i

d∑
j = 1

j ̸= i

d∏
k = 1

k ̸= i

k ̸= j

(xk + t)



− 1

d3

d∑
i=1

(x2i + e−2x2
i )

d∏
k = 1

k ̸= i

(xk + t)

 = 0, (5–104)

并服从边界条件

u(t, x)
∣∣∣∣
t=1

=
1

d

d∑
j=1

x2j
d∏

k = 1

k ̸= j

(xk + 1)

 , (5–105)

这里，向量 x =
{
x1, x2, · · · , xd

}
，非线性算子 N6由 (5–104)定义。

在同伦分析方法框架中，我们构造如下零阶形变方程

(1− q)
∂

∂t

[
Φ(t, x, q)− φ0(t, x)

]
= c0 q N6

[
Φ(t, x, q)

]
, (5–106)

并服从边界条件

Φ(t, x, q)
∣∣∣∣
t=1

=
1

d

d∑
j=1

x2j
d∏

k = 1

k ̸= j

(xk + 1)

 , (5–107)

这里 φ0为 u的初始猜测解，且满足边界条件 (5–105)。

类似得，我们将 Φ(t, x, q)展开成关于 q的麦克劳林级数，即

Φ(t, x, q) =
+∞∑
m=0

φm(t, x) · qm. (5–108)

把 (5–108)代入到零阶形变方程 (5–106)和 (5–107)中，并令方程左右两边 qm

系数相等，可得m阶同伦形变方程

∂

∂t

[
φm − χmφm−1

]
= c0 δ6,m−1, (5–109)
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服从边界条件

φm(t, x)
∣∣∣∣
t=1

= 0, (5–110)

这里，

δ6,m−1 = Dm−1

{
N6

[
Φ(t, x, q)

]}
=

{
∂φm−1

∂t
+
φm−1

d2
+

1

2d2

d∑
i=1

(
e−2x2

i · ∂
2φm−1

∂x2i

)

− 1

d3

d∑
i=1

[
(x2i + e−2x2

i )
d∏

k = 1

k ̸= i

(xk + t)

]
(1− χm)

−1

d

d∑
i=1

[
x2i

d∑
j = 1

j ̸= i

d∏
k = 1

k ̸= i

k ̸= j

(xk + t)

]
(1− χm)

}
. (5–111)

于是，通解为

φm(t, x) = χm φm−1(t, x) + c0

∫ t

1

δ6,m−1(t, x)dt, (5–112)

为了满足边界条件 (5–105)，我们选取如下初始猜测解

φ0(t, x) =
1

d

d∑
j=1

x2j
d∏

k = 1

k ̸= j

(xk + 1)

 . (5–113)

利用通解（5–112）和初始猜测解（5–113），可依次求出φ1(t, x)，φ2(t, x)，· · ·。
u(t, x)的M 阶同伦近似解为

φ̃M(t, x) =
M∑

m=0

φm(t, x), (5–114)

在初始时刻，有

ỹ0 = φ̃M(0, x0), z̃0,i =

[
1

d
e−x2

i
∂φ̃M

∂xi

]∣∣∣∣
t=0, x=x0

, i = 1, 2, · · · , d.
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根据计算，对于任意的 c0 ∈ [−1.1,−0.6]，均能获得收敛的结果，但取

c0 = −1的计算效率最高，如图5–6所示。因此从计算效率的角度出发，我们取
c0 = −1。图5–7比较了 4维情况下的同伦级数解和精确解，可以发现两者吻合
很好。为了进一步探索维度对计算效率的影响，我们不断增加维度 d，具体结

果如表 5–6至5–10所示。可以发现在 6维情况下，使用同伦分析方法仅需 5s即
可获得高精度的解（与精确解的误差为 10−7 量级），而根据文章 [96]，要达到
同样的精度，基于稀疏网格的谱方法却需要 18481s，其计算效率比同伦分析方
法低 3000余倍。此外，如表5–6至5–10所示，即使对于不同维度，利用同伦分
析方法均能在第五阶获得高精度的结果，而且我们仅需 3084s就能成功求解 12
维的算例。这些均揭示了同伦分析方法对于高维的正倒向型随机微分方程的

巨大潜力。为了更好地凸显同伦分析方法的优势，我们让 tS 和 tH 分别表示若

想获得 10−7 精度的结果，基于稀疏网格的谱方法 [96]和同伦分析方法所需的
CPU时间，可以得到如下拟合公式

tH = exp(−3.2 + 0.95d), (5–115)

tS = exp(−7.6 + 2.9d), (5–116)

这里 d ≥ 3。计算效率曲线如图5–8所示。注意到，虽然随着维度增加，同伦分
析方法和基于稀疏网格的谱方法 [96]的计算效率均呈指数型衰减，但是同伦分
析方法的计算效率衰减的速度明显慢于基于稀疏网格的谱方法，这也意味着同

伦分析方法对于高维正倒向型问题依然有效，高效！

值得强调的是，在本节中，我们采用同伦分析方法求解了三类不同的正倒

向型随机微分方程，处理方法与 5.1节中处理倒向型随机微分方程的完全一致。
因此对于同伦分析方法而言，倒向型随机微分方程与正倒向型随机微分方程并

无本质区别！

5.3 总结

本章，作者采用同伦分析方法成功求解 3种倒向型随机微分方程和三种正
倒向型随机微分方程（其中包含一个 12维的算例），并在很短的时间内得到高
精度的结果，成功验证了同伦分析方法对于该类问题的有效性和高效性。

此外，无论是求解倒向型随机微分方程或正倒向型随机微分方程，我们采

取相同的求解策略，都获得了收敛的结果。这说明对于同伦分析方法而言，倒

— 110 —



上海交通大学硕士学位论文第五章 应用同伦分析方法求解倒向型/正倒向型随机微分方程

表 5–6 4维正倒向型随机微分方程，使用同伦分析方法在不同阶数时得到的结果。
Table 5–6 The squared residual error, the used CPU time (second) and the relative error between
the homotopy approximations ỹ0, z̃0 and the exact solutions y0, z0 of Eqs. (5–102) and (5–103),
respectively, when d = 4. Here, m denotes the order of approximation.

m Ẽ ỹ0 − y0 z̃0 − z0 time (s)

2 1× 10−3 8× 10−3 3× 10−4 0.1
4 1× 10−10 2× 10−6 4× 10−7 0.7
5 1× 10−11 −2× 10−7 8× 10−8 1.6
6 4× 10−12 −3× 10−8 3× 10−9 3
8 1× 10−12 2× 10−9 −7× 10−10 10
10 9× 10−13 −6× 10−11 7× 10−11 26

表 5–7 6维正倒向型随机微分方程，使用同伦分析方法在不同阶数时得到的结果。
Table 5–7 The squared residual error, the used CPU time (second) and the relative error between
the homotopy approximations ỹ0, z̃0 and the exact solutions y0, z0 of Eqs. (5–102) and (5–103),
respectively, when d = 6. Here, m denotes the order of approximation.

m Ẽ ỹ0 − y0 z̃0 − z0 time (s)

2 2× 10−2 9× 10−3 2× 10−4 0.6
4 3× 10−11 5× 10−7 5× 10−8 5
5 9× 10−15 −2× 10−8 4× 10−9 11
6 3× 10−16 −1× 10−9 5× 10−11 21
8 5× 10−18 1× 10−11 −3× 10−12 66
10 2× 10−19 −1× 10−13 6× 10−14 159
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表 5–8 8维正倒向型随机微分方程，使用同伦分析方法在不同阶数时得到的结果。
Table 5–8 The squared residual error, the used CPU time (second) and the relative error between
the homotopy approximations ỹ0, z̃0 and the exact solutions y0, z0 of Eqs. (5–102) and (5–103),
respectively, when d = 8. Here, m denotes the order of approximation.

m Ẽ ỹ0 − y0 z̃0 − z0 time (s)

2 1 1× 10−2 3× 10−4 3
4 1× 10−10 3× 10−7 2× 10−8 34
5 1× 10−15 −6× 10−9 5× 10−10 74
6 7× 10−19 −2× 10−10 3× 10−12 149
8 1× 10−21 7× 10−13 −8× 10−14 451
10 5× 10−24 −2× 10−15 5× 10−16 1084

表 5–9 10维正倒向型随机微分方程，使用同伦分析方法在不同阶数时得到的结果。
Table 5–9 The squared residual error, the used CPU time (second) and the relative error between
the homotopy approximations ỹ0, z̃0 and the exact solutions y0, z0 of Eqs. (5–102) and (5–103),
respectively, when d = 10. Here, m denotes the order of approximation.

m Ẽ ỹ0 − y0 z̃0 − z0 time (s)

2 58 2× 10−2 4× 10−4 21
4 1× 10−9 2× 10−7 8× 10−9 196
5 4× 10−15 −3× 10−9 2× 10−10 497
6 2× 10−20 −6× 10−11 4× 10−13 876
8 2× 10−22 1× 10−13 −6× 10−15 2920

表 5–10 12维正倒向型随机微分方程，使用同伦分析方法在不同阶数时得到的结果。
Table 5–10 The squared residual error, the used CPU time (second) and the relative error between
the homotopy approximations ỹ0, z̃0 and the exact solutions y0, z0 of Eqs. (5–102) and (5–103),
respectively, when d = 12. Here, m denotes the order of approximation.

m Ẽ ỹ0 − y0 z̃0 − z0 time (s)

2 4274 5× 10−2 7× 10−4 121
3 1× 10−2 1× 10−4 2× 10−6 424
4 2× 10−8 2× 10−7 6× 10−9 1154
5 3× 10−14 −2× 10−9 7× 10−11 3084
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图 5–6 d正倒向型随机微分方程，E ∼ c0 曲线。点虚线：二阶同伦近似；虚线：三阶同伦
近似；实线：四阶同伦近似；双点虚线：五阶同伦近似。
Fig. 5–6 The squared residual error of Eq. (5–104) versus c0 in case of d = 4. Dash-dotted line: 2th-
order approximation; Dashed line: 3th-order approximation; Solid line: 4th-order approximation;
Dash-double-dotted line: 5th-order approximation.

向型随机微分方程与正倒向型随机微分方程并没有本质区别。而且，对于这 6
种不同的方程，我们均选取了同样的辅助线性算子

L[u] = ∂u

∂t
. (5–117)

该线性算子十分简单，使得我们仅需积分一次即可得到下一阶的同伦级数

解，这也是同伦分析方法的计算效率为何如此高的原因。注意到，线性算子

(5–117)并非原偏微分方程中的线性部分。若我们采用摄动方法求解偏微分方
程 (5–17)和 (5–18)，我们将不得不处理一个十分复杂的线性算子

L̂[u] = ∂u

∂t
+
θ

2
(1− θ) (1− 2θ)

∂u

∂θ
+
θ2

2
(1− θ)2

∂2u

∂θ2
, (5–118)

而该线性算子有可能无法给出收敛的结果（包含了错误信息）。

— 113 —



应用同伦分析方法求解若干力学和金融学问题 上海交通大学硕士学位论文

x

u

-3 -1.5 1.5 3

-300

-200

-100

100

200

300

400

500

图 5–7 4维正倒向型随机微分方程，比较 t = 0, 0.25, 0.5, 0.75时的同伦级数解与精确解。
双点虚线：t = 0时的同伦近似解；实线：t = 0.25时的同伦近似解；点虚线：t = 0.5时
的同伦近似解；虚线：t = 0.75时的同伦近似解；正方形：t = 0时的精确解；上三角形：
t = 0.25时的精确解；圆形：t = 0.5时的精确解；菱形：t = 0.75时的精确解。
Fig. 5–7 Comparison between the homotopy approximations and the exact solution u of E-
qs. (5–104) and (5–105) in case of d = 4 when t = 0, 0.25, 0.5, 0.75, xi = x, i = 1, 2, · · · , d.
Dash-double-dotted line: homotopy approximation at t = 0; Solid line: homotopy approximation
at t = 0.25; Dashed-dotted line: homotopy approximation at t = 0.5; Dashed line: homotopy ap-
proximation at t = 0.75. Square: exact solution at t = 0; Triangle up: exact solution at t = 0.25;
Circle: exact solution at t = 0.5; Diamond: exact solution at t = 0.75.

回顾 5.1节和 5.2节，若我们将偏微分方程中的变量 x（代表随机干扰）看

成常量，而仅关注时间 t，则偏微分方程可看成是一个关于 t的一阶常微分方

程，并带有一个边界条件。这样，选取线性算子（5–117）也就变得情理之中。
同伦分析方法赋予了我们极大的自由来选取基函数，线性算子和收敛控制参

数，也正是这份“自由”凸显了同伦分析方法的独特性和优越性。
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图 5–8高维正倒向型随机微分方程，同伦分析方法和基于稀疏网格的谱方法 [96]的计算效
率。圆圈：使用同伦分析方法计算到五阶所需的 CPU时间；菱形：基于稀疏网格的谱方
法 [96]所需的 CPU时间；实线：拟合公式 (5–115)；虚线：拟合公式 (5–116)。
Fig. 5–8 The used CPU time (second) versus dimensionality d of Eqs. (5–104) and (5–105). Cir-
cle: CPU times for 5th-order HAM approximations; Diamond: CPU times for the spectral sparse
grid approximations [96]; Solid line: the fitted formula (5–115); Dashed-line: the fitted formula
(5–116).
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第六章 全文总结

同伦分析方法是求解强非线性问题的一种强有力手段。本文，作者采用同

伦分析方法分别求解了以下四类问题：（1）任意水深中的极限斯托克斯波问
题。（2）任意大均布外载荷作用下的大挠度圆薄板问题。（3）大挠度后屈曲梁
问题。（4）倒向型/正倒向型随机微分方程问题。有以下几点值得讨论：

（I）众所周知，随着水深变浅和波浪的波幅增加，波浪方程的非线性会
迅速增强；而且当波高接近（甚至达到）极限波高，由于奇性存在，大部分

解析/数值方法会面临收敛效率很低的窘境。据作者所知，当前从未有人获
得极限斯托克斯波在极浅水中（d/λ < 0.005）的精确结果，甚至极限波浪在

d/λ < 0.01时的波面都未曾得到。作者在同伦分析方法框架中，通过调节收

敛控制参数，成功求解了任意水深（d/λ > 0.0016）的极限斯托克斯波问题，

并获得了高精度的结果。此外，如图 2–12所示，即使对于孤立波的极限情形，
同伦分析方法依然能给出波峰含有 120◦ 尖角的波面。然而像著名的 KdV解，
Laitone二阶近似解 [103]和 Fenton的九阶近似解 [104]却均只能给出光滑波面，
这也凸显出了同伦分析方法的有效性！值得强调的是，理论上，斯托克斯波理

论应适用于任何水深，因为深水/有限水深波理论和浅水波理论描述的实际上
是同一种波浪。但目前人们依旧采用不同的波浪模型，如有限水深波理论，椭

圆余弦波理论和孤立波理论，是因为采取不同的理论模型可极大地简化计算复

杂性。而随着计算机的计算速度不断提升，统一波浪模型的重要地位将会逐渐

凸显。因此，作者相信，本文采用同伦分析方法成功求解了任意水深的极限斯

托克斯波并得到高精度的结果，可以为今后的研究带来一丝启发。

(II) 均布载荷作用下的大挠度圆薄板问题是固体力学中的经典问题，其
最早由 Von Kármán [42] 于 1910 年提出。目前，以三种解法（摄动小参数法
[54, 55]，修正迭代法 [51, 57]和内插迭代法 [59]）尤为著名。然而，摄动法和
修正迭代法虽然简便易行，却仅在小载荷情况下有效。在 1988年，郑晓静和
周又和 [60]成功证明了内插迭代法对于任意大外均布载荷均收敛，该问题才
算基本解决。在第三章，作者采用同伦分析方法对该问题进行求解，发现对

于任意大均布载荷，通过调节收敛控制参数，同伦分析方法均能给出收敛的
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结果。而且作者进一步证明了摄动法和修正迭代法实际上是同伦分析方法在

c1 = c2 = −1的特例，内插迭代法为同伦分析方法在 c1 = −θ，c2 = −1的一个

特例。因此，摄动小参数法 [54, 55]，修正迭代法 [51, 57]和内插迭代法 [59]均
可统一到同伦分析方法的框架中。此外，本文发现，对于任意大均布载荷，在

同伦分析方法框架中，无论是摄动法的广义形式还是修正迭代法的广义形式，

通过选取合适的收敛控制参数 c1 和 c2，均能得到收敛的结果。这很好地说明

了收敛控制参数在大挠度圆薄板方程的求解过程中起到的重要作用。

（III）高扬曾经提出了几个带有非凸能量的后屈曲梁模型。在第四章，作
者研究了其中一个同时受轴向外压力和横向均布载荷的梁模型。高扬 [63]曾经
指出：该梁模型为多解敏感问题，一般的数值方法无法求解。在同伦分析方法

框架中，本文通过调控收敛控制参数并选取合适的初始猜测解，轻易求出该问

题所有的解。方法简便易行，进一步说明了同伦分析方法对于多解敏感问题的

有效性。

（IV）倒向型/正倒向型随机微分方程是金融数学中的一个热点问题。尤其
在期货投资领域，当我们定下盈利目标后，求出相应的正倒向型随机微分方程

的解可以帮助我们制定当前情况的投资策略。然而目前，大多数数值方法仅对

低维的倒向型随机微分方程有效，只有少数几种数值方法可以求解低维的正倒

向型随机微分方程，而高维正倒向型随机微分方程的研究还基本处于空白。在

第五章，作者采用同伦分析方法成功求解了三种不同类型的倒向型随机微分方

程和三种不同类型的正倒向型随机微分方程（其中包含一个 12维的算例）。此
外，对于同一个 6维算例，作者发现，若达到同样的计算精度，数值算法 [96]
所需的计算时间比同伦分析方法多 3000余倍。这清晰地凸显出同伦分析方法
对于该问题的有效性。而且回顾这六个算例，可以发现，本章采取的辅助线性

算子均为：

L[u] = ∂u

∂t
. (6–1)

这说明时间变量 t在方程中占据主导地位。因为若我们将偏微分方程中的变量

x看成常量，整个偏微分方程就变成一个关于 t的一阶常微分方程，且仅含一

个边界条件，选取线性算子（6–1）也就变得情理之中。

以上四个问题在各自领域中均是经典问题，本文通过同伦分析方法成功求

解了这四个问题，并获得了很好的结果，这充分说明了同伦分析方法的独特性

和有效性，并揭示了同伦分析方法的巨大潜力。
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附录 A 公式（2-12）-（2-14）的详细推导
重写 (2–11)，有

f(ζ) =
r∑

i=−r

giζ
i, (A–1)

这里： 
gi = a−ir

−2i
0 当 i < 0 ,

g0 = a0,

gi = ai 当 i > 0.

(A–2)

注意到在自由面处，R = 1，即 ζ = eiθ。因此，

f f̄ =

(
r∑

i=−r

giζ
i

)(
r∑

i=−r

giζ
−i

)

=
r∑

i=−r

g2i +
2r∑
k=1

[(
ζk + ζ−k

)( r∑
m=k−r

gmgm−k

)]

=
r∑

i=−r

g2i +
2r∑
k=1

[
2

(
r∑

m=k−r

gmgm−k

)
cos(kθ)

]

=
2r∑
k=0

jk cos(kθ), (A–3)

这里：

j0 =
r∑

i=−r

g2i , jk = 2
r∑

m=k−r

gmgm−k, k = 1, 2, · · · , 2r. (A–4)

此外， ∫ θ

0

Im[f ]dθ =

∫ θ

0

[
r∑

k=1

ak
(
1− r2k0

)
sin(kθ)

]
dθ

=
r∑

k=1

ak
(
1− r2k0

)
k

−
r∑

k=1

[
ak
(
1− r2k0

)
k

cos(kθ)

]

=
r∑

k=0

hk cos(kθ), (A–5)
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这里：

h0 =
r∑

n1=1

an1

(
1− r2n1

0

)
n1

, hn = −an (1− r2n0 )

n
, n = 1, 2, · · · , r. (A–6)

则

f f̄

∫ θ

0

Im[f ]dθ

=

[
2r∑
k=0

jk cos(kθ)

][
r∑

k=0

hk cos(kθ)

]

=

(
j0h0 +

1

2

r∑
n=1

jnhn

)
+N1 cos θ +N2 cos(2θ) + · · · , (A–7)

这里 N1, N2, · · · , Nk 均由 (2–13)定义。
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附录 B 证明公式（5-88）

这里，我们将利用第二数学归纳法证明公式 (5–88)：

φi =
ti

i!
sin(x+

i

2
π), i = 0, 1, 2, · · · . (B–1)

当 i = 0时，φ0 = sin(x)满足 (B–1)。假定当 0 ≤ i ≤ k，有

φi =
ti

i!
sin(x+

i

2
π) = Di [sin(tq + x)] , i = 0, 1, 2, · · · , k, (B–2)

这里 Di为同伦求导算子，定义请见 (2–20)。此外，易知：

Di [cos(tq + x)] =
ti

i!
cos
(
x+

iπ

2

)
,

Di [cos(2tq + 2x)] =
(2t)i

i!
cos
(
2x+

iπ

2

)
.

(B–3)

且根据 [31]，有

Dm

[
j∏

i=1

αi(q)

]

=
m∑

r1=0

Dm−r1 [α1]

r1∑
r2=0

Dr1−r2 [α2] · · ·
rj−2∑

rj−1=0

Drj−2−rj−1
[αj−1]Drj−1

[αj].

(B–4)
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我们把 (B–2)，(B–3)代入到 (5–81)中，可得：

∂

∂t

(
φk+1 − χk+1φk

)
= −

{
∂φk

∂t
− tk

k!
cos
(
x+

k

2
π

)
+Dk

[
sin(tq + x) sin(tq + x) cos(tq + x)

+
1

2
cos(tq + x) sin(tq + x) sin(tq + x) sin(tq + x) cos(tq + x)

− 1

4
cos(2tq + 2x) sin(tq + x) sin(tq + x) sin(tq + x)

− 1

4
sin(tq + x) sin(tq + x) sin(tq + x)

− cos(tq + x) sin(tq + x) sin(tq + x)
]}

= −
{
∂φk

∂t
− tk

k!
cos
(
x+

k

2
π

)
+Dk

[
0
]}

=
tk

k!
sin
(
x+

k + 1

2
π

)
− ∂φk

∂t
.

(B–5)

则：

∂φk+1

∂t
= (χk+1 − 1)

∂φk

∂t
+
tk

k!
sin
(
x+

k + 1

2
π

)
=
tk

k!
sin
(
x+

k + 1

2
π

)
.

利用 (5–82)，易得：

φk+1 =
tk+1

(k + 1)!
sin
(
x+

k + 1

2
π

)
. (B–6)

故 (B–1)对所有 k ∈ N 均成立，得证！
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