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上海交通大学硕士学位论文 摘要

求解非线性边值问题的小波同伦分析方法及其应用

摘 要

科学、工程乃至社会生活中均广泛存在非线性现象，而其中很多问题都可

以用非线性微分方程来描述. 众所周知，非线性微分方程的求解要远比线性问
题要困难. 自 1992年廖世俊提出同伦分析方法以来，这个强大而便捷的解析工
具在诸多领域的非线性问题求解中得到了广泛的应用. 本论文基于同伦分析方
法和现代小波理论，提出了一种求解非线性边值问题的新方法，即小波同伦分

析方法. 论文的主要贡献如下：

(1) 将同伦分析方法和广义 Coiflet小波理论成功地结合在一起，提出了小波
同伦分析方法，并分别以一维和二维 Bratu方程为范例，介绍了求解常、
偏微分方程边值问题的小波同伦分析方法的基本思想和主要算法步骤.

(2) 介绍了一种利用小波同伦分析方法寻找多解的策略. 其主要思想是通过引
入参数的方式将原非线性边值问题转化成含待定参数的边值问题. 为了求
解含待定参数的非线性边值问题，分别对控制方程和边界条件构造零阶

形变方程. 通过计算结果的分析与对比，验证了该策略的有效性.

(3) 在小波同伦分析方法的框架内，给出了非齐次边界条件的小波处理方法.
该方法普遍适用于处理各种简单边界条件及混合边界条件，并具有较高

的计算效率. 另外，该方法算法步骤简单规范，故比较容易进行实际应用.

(4) 为了求解各种类型的变系数微分方程，发展出一种通用的方法，即广义
小波伽辽金方法. 与传统的小波伽辽金方法相比，广义小波伽辽金方法完
全避免了复杂连接系数的计算，对各种类型的微分方程具有更加广泛的

适用性和更高的求解效率.

总的来说，本论文中提出的小波同伦分析方法具有以下优势：
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a) 同传统同伦分析方法一样，小波同伦分析方法提供了一种保证收敛的方
法，即：通过调节控制收敛参数的大小，可方便控制解的收敛性；

b) 可以通过调节分辨率水平来平衡计算效率与解的精度之间的关系；

c) 与传统的同伦分析方法相比，由于解表达与计算效率对辅助线性算子的
选择不敏感，故小波同伦分析方法在辅助线性算子的选择上更加自由，

同时也更加容易；

d) 小波同伦分析方法具有较高的求解效率，特别是在求解过程中随着逼近
阶数的增加，CPU耗时仅线性增长；

e) 小波同伦迭代技术可以显著加速收敛.

总而言之，小波同伦分析方法为求解非线性边值问题提供了一种便捷而高

效的方法.

关键词：非线性边值问题，广义 Coiflet小波，同伦分析方法 (HAM)，多解
问题，非齐次边界条件，连接系数，广义小波伽辽金方法
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上海交通大学硕士学位论文 ABSTRACT

THE WAVELET HOMOTOPY ANALYSIS
METHOD FOR NONLINEAR BOUNDARY VALUE

PROBLEMS AND ITS APPLICATIONS

ABSTRACT

Nonlinear phenomenons widely arise in science, engineering and even social life,
and lots of them are described by nonlinear differential equations. It is well-known that
nonlinear problems are much more difficult to solve than linear ones. Since the homo-
topy analysis method (HAM) was proposed by Liao in 1992, this powerful and easy-to-
use analytical tool has been widely applied to solve many highly nonlinear problems in
different fields. Based on the homotopy analysis method and modern wavelet theories,
a new method for nonlinear boundary value problems, namely, the wavelet homotopy
analysis method (wHAM) is proposed in this thesis. The main contributions of this
thesis are as follows:

(1) The homotopy analysis method and the generalized Coiflet wavelet are success-
fully combined, and the wavelet homotopy analysis method is proposed. The
basic ideas and main algorithms for nonlinear ordinary and partial differential
equations are described by one-dimensional and two-dimensional Bratu equa-
tions, respectively.

(2) An approach to solve multi-solution problems by the wavelet homotopy analysis
method is introduced. The main idea of this approach is to transform the original
nonlinear problem into a new one depending on parameters. To solve the problem
depending on parameters, zeroth-order deformation equations for the governing
equation as well as the boundary conditions are constructed, respectively. The
validity of this approach is verified by numerical results.
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(3) In the frame of the wavelet homotopy analysis method, a generalized wavelet
approach is developed to deal with different kinds of non-homogeneous bound-
ary conditions. This approach is widely adaptive and highly efficient for various
kinds of boundary conditions varying from simple boundary conditions to com-
plicated mixed ones. Besides, due to the simple and standardized procedure, this
approach is very easy to use.

(4) The generalized wavelet-Galerkin method is proposed to solve differential equa-
tions with non-constant coefficients. Compared with the traditional wavelet-
Galerkin method, the generalized wavelet-Galerkin method avoids computing
the complicated connection coefficients and is computationally very efficient to
solve various types of differential equations with non-constant coefficients.

In general, the wavelet homotopy analysis method possesses the following advan-
tages:

a) Based on the homotopy analysis method, the convergence-control parameter pro-
vides us a convenient way to control the convergence of the solution;

b) The accuracy and the efficiency can be conveniently balanced by adjusting the
resolution level;

c) Compared with the traditional homotopy analysis method, the wavelet homotopy
analysis method possesses larger freedom to choose the auxiliary linear opera-
tors, because the solution expression and the computational efficiency are not
sensitive to the choice of the auxiliary linear operators;

d) The wavelet homotopy analysis method possesses very high computational ef-
ficiency, especially, the CPU time just increases linearly with respect to the ap-
proximation order;

e) The iterative wavelet homototy analysis method can significantly accelerate the
convergence of the solution.

In summary, the wavelet homotopy analysis method provides us a convenient and
efficient way to solve nonlinear boundary value problems.
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KEY WORDS: Nonlinear boundary value problem, Generalized Coiflet-type
wavelet, Homotopy analysis method (HAM), Multi-solution problem, Nonhomoge-
neous boundary condition，Connection coefficient，Generalized wavelet-Galerkin
method
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第一章 绪论

1.1 引言

自然科学、工程实践以及社会生活的各个领域均普遍存在各种各样的非线

性问题，如自然界中涌动的气流、飞溅的水花、漂浮的烟雾、起伏的土地、曲

折的海岸，生命科学中胚胎的发育、心脏的搏动、神经的活动、生物种群的变

化，工程实践中结构系统的大变形、动力系统中的非线性振动、流体运动中的

湍流、非线性波浪、控制系统中的非线性控制，经济社会科学中商品供求的波

动、股票价格的涨落等等 [1–7]. 随着科学技术的迅速发展，丰富多彩的非线性
现象也逐渐在越来越多的学科和领域中被发现. 近 40年来，从自然科学、工程
技术以及社会科学等领域中，人们对非线性问题开展了广泛深入的研究，并且

取得了重大进展. 非线性问题的研究，不仅在力学、物理学、数学、化学、地
理学、生物学等领域发挥了越来越重要的作用，而且逐步渗透到社会科学如经

济学、人口学、国际关系学等领域. 已经取得的成果显示：非线性研究在深刻
地诠释丰富多彩的自然界、复杂多变的周围世界、乃至于哲学与方法论等方

面，引起了深刻的变革 [6]. 毫无疑问，在可以预见的未来，非线性问题的探索
将在人们深入认识自然界、发展先进的工程技术、解决社会问题等方面扮演越

来越重要的角色.

这些丰富多彩的非线性问题，很多都可以归结为非线性微分方程的初、边

值问题. 因此，发展非线性微分方程的求解方法，也随之成为一个极其重要的
课题. 在过去的几十年中，非线性微分方程求解方法的研究取得了许多重要的
发展. 目前，在非线性微分方程精确解和特解的求解方面，针对某些特殊的非
线性数学物理方程，已建立和发展了一些方法，如反散射变换方法、双线性和

多线性方法、达布变换方法、李群法、CK直接法、形变映射法、混合指数法、
几何方法、Painlevè截断展开法等等 [8]. 但是，这些方法通常都有特殊的应用
背景，只对极少数的特殊问题有效，对于一般性的问题而言并不通用. 由于非
线性问题具有特殊的复杂性，只有极少数的问题可以求得精确解析解，其余大

部分问题的精确求解是十分困难的. 更进一步来说，对于某个非线性方程，即
使知道了它的若干特解，也不能期望将它们叠加在一起来获得方程的一般解，
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因为线性方程中最为重要的叠加原理，在非线性方程中已不再成立. 因此可以
说，建立一种通用的求解非线性微分方程一般解的方法几乎是不可能的.

在这样的背景下，数值方法与解析近似在非线性问题求解上发挥了越来越

重要的作用. 这些形形色色的方法凭借各自的优势，呈现出“八仙过海，各显
神通”的局面. 数值方法方面，有限差分法 (finite difference method) [9]、有限元
法 (finite element method) [10]、有限体积法 (finite volume method) [11]、边界元
法 (boundary element method) [12]以及谱方法 (spectral method) [13]等在过去数
十年里逐步在非线性问题的求解中得到应用. 解析近似的基本思路是通过级数、
逼近等数学工具求解非线性问题的近似解，从而分析、解释和探索非线性现

象背后的本质. 在解析近似方法中最为著名的摄动方法 (perturbation techniques)
[14, 15]，由于其物理意义明确、易于理解，目前已被成功应用于科学和工程
中大量的非线性问题，从深度和广度上都极大地加深了人们对非线性现象及

其本质的认识. 当然，任何方法都有其不足和局限性，对于摄动法而言，同样
存在很多不足，如过度依赖于物理小参数，缺乏选取基函数的自由以及收敛区

域受到较大限制等等. 为了克服摄动法过度依赖于物理小参数的不足，很多非
摄动方法也被提了出来，比如 Lyapunov人工小参数法 (Lyapunov artificial small
parameter method) [16]、δ-展开法 (delta expansion method) [17]、Adomain分解法
(Adomian decomposition method) [18]等等. 这些方法形式上不需要方程中含有
小参数，对摄动理论而言是一个极大的扩展和改进. 但是，这些方法很多时候
并不能很好地保证解的收敛性，也不能自由选择基函数，因此本质上还是没能

从根本上克服摄动法的缺陷. 1992年，廖世俊 [19]在其博士论文中原创性地提
出同伦分析方法 (homotopy analysis method, HAM)，成功地克服了上述缺陷. 经
过 24年的发展，同伦分析方法不仅在理论方面取得了大量十分重要的成果，
同时在力学、热学、金融和生物等领域的非线性微分方程求解中显示出巨大的

威力，因此获得世界各国学者的广泛认可，在各个领域均得到了重要的应用.

与此同时，小波分析作为现代数学的前沿学科，以其强劲的发展势头，在

理论上得到系统性发展，在应用上迅速渗透到自然科学、工程技术以及社会科

学的各个领域. 从其产生和发展的角度来说，小波分析被数学家和工程师们独
立地发现，反映了大科学时代学科之间相互渗透、相互交叉、相互融合的趋

势，是纯粹数学、应用数学以及工程技术殊途同归的典范. 事实上，小波分析
对当前的理论科学、应用科学均产生了重要影响，对非线性科学、智能计算、

网络信息与安全研究有很好的推动作用，被誉为“学科发展的Windows平台”
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[20]. 近几年来，小波理论也被广泛应用到微分方程的求解上，并发展出三大
类方法：小波有限元方法 (wavelet finite difference method) [21–23]、小波配点法
(wavelet collocation method) [24–26]和小波伽辽金方法 (wavelet-Galerkin method)
[27–31]. 小波方法在线性和非线性问题的求解过程中表现出许多优势，目前也
正处在蓬勃发展的阶段.

以非线性为基本特征的非线性科学，本质上是一门跨学科的综合性、交叉

性学科. 从这个角度来讲，非线性问题的各类求解方法，也势必需要与最前沿
的数学理论、数学工具相碰撞、相结合，在继承原方法之优势的同时，以新的

数学工具之优势，弥补原方法之不足. 基于这样的思想，笔者考虑将同伦分析
方法与小波分析的最新理论相结合，提出一种新的非线性问题求解方法. 那么，
同伦分析方法作为一种解析近似方法，与现代小波理论之间，是否能够互相兼

容？二者之间，又是否可以互取所长？结合之后的新方法将继承传统同伦分析

方法的哪些优势，又具有哪些不足？哪些不足目前能够很好地克服？哪些问题

又需要进一步的研究与讨论呢？

本论文中将尽可能对上述问题做一个比较系统的回答，并以通俗易懂的实

例为载体，介绍新方法的基本思想、求解非线性边值问题的基本算法与步骤，

并与传统的同伦分析方法相对比，分析新方法的优势与潜力. 同时，对新方法
框架内的几个重要问题给出一般性的解决方案.

1.2 同伦分析方法的发展概述

1.2.1 同伦分析方法理论的发展

同伦 (homotopy)，是代数拓扑 (algebraic topology)的一个基本概念，它描
述了一个拓扑空间到另一个拓扑空间的连续形变 [32]. 通过对摄动方法 [14, 15]
以及在摄动方法基础上发展起来的 Lyapunov 人工小参数法 [16]、δ-展开法
[17]、Adomain分解法 [18]等解析近似方法的优缺点进行深入分析之后，1992
年，廖世俊 [19]基于“同伦”的基本概念，在其博士论文中原创性地提出同伦
分析方法 (homotopy analysis method, HAM)，并对一般形式的非线性微分方程
N [u(x)] = 0构造了最原始的零阶形变方程 (zeroth-order deformation equation)

(1− q)L [ϕ(x; q)] + qN [ϕ(x; q)] = 0, q ∈ [0, 1], (1–1)
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其中，L 为可以自由选择的辅助线性算子 (auxiliary linear operator)，N 为原

方程给定的非线性算子，q 为嵌入变量. 在此基础上，廖世俊推导了该方法的
基本框架. 原始的同伦分析方法提供了选取辅助线性算子的自由，打破了传统
摄动法强依赖于小（大）物理参数的限制，并由此提供了选取解表达 (solution
expression)形式的自由.

1996年，廖世俊等 [33, 34]在原来的零阶形变方程中引入初始猜测解，将
同伦分析方法一般化，得到

(1− q)L [ϕ(x; q)− u0(x)] + qN [ϕ(x; q)] = 0, q ∈ [0, 1]. (1–2)

这提供了选取初始猜测解 (initial guess)的自由，同时在求解问题的第一步不必
再花费时间通过解方程L [u0(x)] = 0获得初始解，进一步简化了同伦分析方法

的应用.

1997年，为了确保同伦分析方法获得的级数解收敛，廖世俊 [35–37]引入
非零辅助参数 c0

1，使零阶形变方程更加一般化，得到

(1− q)L [ϕ(x; q)− u0(x)] = c0qN [ϕ(x; q)] = 0, q ∈ [0, 1]. (1–3)

该辅助参数的引入，虽然形式上比较简单，但对同伦分析方法求得的级数之

收敛性具有决定性作用，故在后来的应用中，将其正式命名为控制收敛参数

(convergence-control parameter). 从同伦分析方法的发展上来讲，控制收敛参数
的引入具有里程碑意义，这使同伦分析方法与其他解析近似方法从本质上区别

开来.

2003年，廖世俊 [38–40]在原来基础上进一步引入非零辅助函数H(x)，得

到

(1− q)L [ϕ(x; q)− u0(x)] = c0qH(x)N [ϕ(x; q)] = 0, q ∈ [0, 1], (1–4)

使同伦分析方法能适用于更多的非线性问题的求解. 至此，同伦分析方法提供
了选取初始猜测解、辅助线性算子、辅助函数的自由，并可以通过调节控制收

敛参数 c0 来方便地控制解的收敛性. 为了让同伦分析方法的使用变得更加简
便，廖世俊 [38, 41]进一步地提出选取初始猜测解、辅助线性算子和辅助函数
的三个基本原则：

1最初采用 ~表示，后考虑到与量子力学中的普朗克常量相混淆，改为 c0，本论文中统一采用后者表

示.
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(1) 解表达原则 (rule of solution expression)：初始猜测解、辅助线性算子与辅
助函数的选取，应该以保证高阶方程的解不违背基函数表达为原则；

(2) 解存在原则 (rule of solution existence)：初始猜测解、辅助线性算子与辅助
函数的选取，应该以保证高阶方程解的存在性和唯一性为原则；

(3) 完备性 (系数遍历)原则 (rule of coefficient ergodicity)：解表达式中的每一
项的系数，都应该在逐步求解的过程中不断得到改善.

与此同时，廖世俊研究了同伦分析方法得到的级数解之收敛性，证明了同伦分

析方法级数解的收敛定理，即：

定理 1.1 (收敛性定理) 若由同伦分析方法得到的级数解一致收敛，则其必
为原始非线性方程的一个解.

2009 年，廖世俊等 [42–45] 系统地给出了关于高阶形变方程 (high-order
deformation)及同伦导数 (homotopy-derivative)的定理及相关证明，进一步完善
了同伦分析方法的理论，为复杂非线性项的处理提供了若干便捷的递归公式，

进一步简化并拓展了同伦分析方法的应用.

2010年，廖世俊 [46]从理论上证明了著名的欧拉变换 (Euler transform) [47]
实际上包含在同伦分析方法的框架内，这从理论上解释了为什么同伦分析方法

可以获得收敛级数解.

2015年，廖世俊和赵银龙 [48]提出一种直接定义逆映射的方法 (method of
directly defining inverse mapping, MDDiM)，并提出了直接定义逆映射的若干原
则，为同伦分析方法的发展开辟了新的研究方向，大大扩充了“辅助线性算

子”的范畴.

此外，基于传统的同伦分析方法还发展出了许多新的求解技术. 2005-2010
年，廖世俊 [49]、Abbasbandy [50]、Mosta [51]等发展了若干寻找非线性问题
多解的方法. 2007-2010年，Yabushita[52]、Marinca [53]、牛照 [54]以及廖世俊
[55]等分别发展出了若干优化同伦技术 (optimal HAM)，这些技术给出了通过
优化控制收敛参数以及辅助线性算子加快收敛的方法，使同伦分析方法在理

论和应用上都得到了很大的推广. 另外，同伦截断技术 (tHAM) [41, 56]、同伦
迭代技术 (iHAM) [41, 56]、同伦谱分析方法 (spectral homotopy analysis method,
sHAM) [57–60]等都是在同伦分析发展中的重要理论成果. 更多理论成果，可参
阅关于同伦分析方法的三本英文著作：[38, 41, 61].
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1.2.2 同伦分析方法的应用

同伦分析方法是一种普遍适用性非常好的方法，在过去的 24年里，同伦
分析方法吸引了国内外各个领域的学者，应用领域涉及力学、物理学、热学、

经济学等，相关的科研成果更是数不胜数. 这里，主要挑选一部分比较有代表
性的研究成果予以简单介绍.

2002年,廖世俊 [62]利用同伦分析方法研究了粘性流场中的圆球绕流问题,
得到其粘性阻力的 10阶解析公式，该公式在大雷诺数区域也与实验结果吻合
得较好，被认为是 150年以来的最佳理论公式 [63]. 同年，廖世俊和 Campo [64]
将同伦分析方法运用于 Brasius粘性流场中的温度场分布问题的求解，所得到
的结果使 Prandtl数在较大的范围内均能很好地刻画真实的的温度场分布. 2003
年，Ayub等 [65]利用同伦分析方法研究了多孔介质中的粘性流动问题；廖世
俊 [66]研究了原子物理中的 Thomas–Fermi方程，得到的同伦分析解能较好地
描述相关物理现象. 2004年，Hayat等 [67]利用同伦分析方法研究了 Oldroyd
六常数流体粘性流动. 2005年，吴婉和廖世俊 [68]利用同伦分析方法得到了
Camassa–Holm的孤立子解. 2006年, Zhu [69]利用同伦分析方法获得了用于描
述美式期权 (American put option)的 Black-Scholes方程的封闭解析解,成功克服
了处理最佳执行边界的困难. 2007年，Abbasbandy [70]利用同伦分析方法研究
了一般的 Hirota–Satsuma耦合型 KdV方程. 2008年，Tan等 [71]利用同伦分析
方法求解了二次 Riccati型微分方程. 2009年，Hashim等 [72]利用同伦分析方
法成功求解了一系列分数阶微分方程的初边值问题，得到的同伦分析解与精确

解高度吻合，说明了同伦分析方法在分数阶微分方程的求解应用方面具有巨大

的潜力. 2010年，Li等 [73]利用同伦分析方法研究了由双耦 Van der Pol方程控
制的自激震荡系统，讨论了所有可能的周期解的频率和幅度，发现该类系统仅

存在同相或异相周期解.

2011年，廖世俊 [74]采用多参数的同伦分析方法研究了周期行进波的非
线性相互作用问题，研究表明：对于一个充分发展的波浪系统，若满足 Phillips
[75]提出的波浪共振条件，则各个波浪分量均具有有限波幅. 该成果同时揭示
了多波共振的存在性，并给出了一个比 Phillips条件更为普遍的多个行进波的
共振条件.

2012年，徐妲莉等 [76]利用同伦分析方法研究了有限水深中的波浪共振
问题，在有限水深下验证了廖世俊 [74]的结论，并从 Zakharov方程中得到了
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相同的定性结论，这对于深化人们对共振波的理解具有重要意义. 同年，Khan
等 [77]用同伦分析方法研究了对时间变量为分数阶微分的 Schrödinger方程，
通过与微分变换法 (differential transform method, DTM)的对比，说明同伦分析
方法在该类问题上的求解更高效、更准确，并且更容易推广到高维情形.

2013年，Guerrero [78]利用同伦分析方法研究了恒定人群中吸烟习惯的动
态演化模型，采用优化收敛控制参数的方法求得其解析近似，成功解释了西班

牙吸烟习惯的演化问题，这是同伦分析方法在社会科学领域成功应用的典型范

例.

2014年，刘曾等 [79]研究了深水中多波相互作用的稳态共振问题，进一
步发展了廖世俊 [74]及徐妲莉等 [76]关于共振波的研究. 同年，廖世俊 [80]用
同伦分析方法求解了精确波浪方程，提出了描述有限水深中行进波的统一波浪

模型 (Unified Wave Model, UWM),成功解决了公开的理论问题“精确的波浪方
程是否能给出不光滑的尖峰孤立波解？”UWM给出的尖峰孤立波具有一些非
常独特的性质. 例如，对传统光滑波浪而言，波浪愈高，其传播速度愈快；然
而，有限水深中尖峰孤立波的传播速度却与波高无关. 这对波浪理论中的某些
传统观念发起了挑战.

2015年，崔继峰等 [81]利用同伦分析方法研究了含绝对值项的非线性周
期振动问题，通过 Fourier展开的方式成功克服了由绝对值项导致的不光滑性，
并采用同伦迭代技术加速收敛，获得了非线性周期振动的高精度解析近似. 同
年，刘曾等 [82]首次用实验证实了其于 2014年发表的关于稳态共振波系之存
在理论 [79]，该研究成果大大丰富和完善了共振波浪理论.

1.3 小波理论的发展及其在微分方程中的应用

1.3.1 小波理论的发展

小波 (wavelet)的概念是由从事石油信号处理的法国地质物理学家 Morlet
在 1981 年首先提出的 [83], 但实际上小波的出现远远早于此. 早在 1909 年，
Haar就构造了一类正交小波基函数，称为 Haar函数系 [84]. 此后，Haar函数
系经常应用在工程界当中，但由于它不光滑，在理论上并未得到重视与发展

[85]. 1937 年，Littlewood 和 Paley [86] 对 Fourier 级数建立 Littlewood-Paley 理
论，提出对频率按照 2的指数（即 2j）进行划分，这可以认为是多尺度分析思

— 7 —



求解非线性边值问题的小波同伦分析方法及其应用 上海交通大学硕士学位论文

想的最早来源. 1984年，法国地质物理学家Morlet和理论物理学家 Grossmann
[87]将函数的平移伸缩性用在平方可积空间 L2(R)中，提出小波变换 (wavelet
transformation)的概念. 1985年，著名数学家 Meyer [83]证明了一维小波基函
数的存在性. 不久，他的学生 Lemarié [88]把他的结果推广到了高维情形. 1986
年，Meyer偶然构造出了一个真正的小波基，之后与Mallat [89]合作建立了构
造小波基的统一方法——多分辨分析 (multiresolution analysis). 此后，小波分析
才真正开始蓬勃发展起来.

1988年，比利时女数学家 Daubechies [90]构造出了著名的 Daubechies小
波，这是第一次出现有紧支撑性的正交光滑小波. 她在美国 Communications on
Pure and Applied Mathematics上发表了一篇长达 87页的论文，被公认为小波分
析的纲领性文献. Daubechies小波的提出，对于小波理论的发展起到了里程碑
作用. 此后，Daubechies [91, 92]应 Coifman [93]的请求在 Daubechies小波的基
础上进一步构造了 Coiflet小波，新构造的 Coiflet小波与 Daubechies小波相比
不仅在小波函数的消失矩上有差异，而且在尺度函数的矩上增加了限制，在应

用中存在其独特的优势. 1989年，法国科学家Mallat [94]在小波变换多分辨率
分析理论与图像处理的应用研究中受到塔式算法的启发，提出了信号的塔式多

分辨率分析与重构的快速算法，现在称为 Mallat算法. Mallat算法在小波分析
中的地位相当于快速傅立叶变换 (fast Fourier transform, FFT)在经典傅立叶变换
中的地位，为小波分析的应用和发展起到了极大的推动作用. 在随后的发展中，
小波作为现代数学的一个重要工具开始被广泛运用到各个学科、各个行业.

1991年，邓东皋和彭立中 [95]在《数学进展》上发表“小波分析”，这是
国内首次出现的小波论文，很好地推动了国内小波的研究与应用.

之后，小波理论开始全面应用到各个领域，包括：数学领域的诸多学科、

信号分析、图像处理、量子力学、理论物理、军事电子对抗与武器的智能化、

计算机分类与识别、音乐与语言的人工合成、医学成像与诊断、地震勘探数据

处理、大型机械的故障诊断等. 其中，在数学领域，主要运用于数值分析、构
造快速数值方法、曲线曲面构造、微分方程求解、控制论等 [85, 96, 97].

1.3.2 微分方程的小波解法

1990年，Latto和 Tenenbaum [98]首次把小波运用到求解偏微分方程中. 之
后，小波方法以其高精度、高效率等优势逐渐发展成为微分方程解法中的重
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要组成部分. 总的来说，目前存在三大类基于小波理论的微分方程求解方法：
小波有限元方法 (wavelet finite difference method) [21–23]、小波配点法 (wavelet
collocation method) [24–26]和小波伽辽金方法 (wavelet-Galerkin method) [27–31].
其中，小波伽辽金方法与其他两类方法相比在收敛性和稳定性方面具有较为明

显的优势 [99–101]，因此受到最广泛的关注与应用.

1994年，Amaratunga等 [27]率先提出小波伽辽金方法，并使用该方法求
解了一维 Helmholtz 方程，将结果与其他方法进行比较，说明了小波伽辽金
法具有很好的收敛性和较高的求解效率. 1995年，Restrepo和 Leaf [102]利用
小波伽辽金方法求解了双曲型微分方程的边值问题. 1997年，Amaratunga和
Williams [103]将小波伽辽金法推广到更为一般的边值问题. 1999年，Díaz [104]
利用小波伽辽金方法研究了二维热传导方程的边值问题. 2002年，Kim和 Jang
[105]基于插值小波提出一种自适应的多尺度小波伽辽金方法，并用该方法分
析了薄壁梁的结构响应问题. 2004年，Jang等 [106]进一步采用多尺度小波伽
辽金方法分析了二维椭圆型方程的边值问题. 2006 年，Lepik [107] 采用基于
Haar 函数系的小波伽辽金方法求解了复合型微分方程的边值问题. 2009 年，
Winter [108]利用小波伽辽金方法求解了多维度的 Lévy模型，并基于此研究了
期权定价问题. 2010年，Liu等 [101]利用 Daubechies小波伽辽金方法求解了一
系列二维弹性力学问题. 2011年，Mohammadi [109]采用 Legendre小波伽辽金
方法求解了一系列微分方程问题. 2016年，Kestler等 [110]采用一种对时间和
空间自适应的小波伽辽金方法求解了抛物型偏微分方程，并指出该方法在这类

问题的求解上具有快速收敛的优势.

值得一提的是，在 1998 年至今 10 几年的时间里，周又和与王记增等
[29, 111–115]在传统 Coiflet小波基础上通过对尺度函数矩的限制发展出一种新
的小波，即广义 Coiflet小波. 他们将广义 Coiflet小波与牛顿迭代法结合在一起
提出了一种求解非线性微分方程的小波伽辽金方法，并将该方法广泛地运用到

非线性力学问题的求解上. 本论文中所使用的正是广义 Coiflet小波，更多关于
该类小波的知识，将在第二章进行详细介绍.

1.4 发展新方法的动机

从上文的介绍可以看到，同伦分析方法发展至今已经形成了一个系统的理

论体系，它在各个领域非线性问题的求解中也展现出其独有的优势和巨大的潜
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力. 相对于其他的解析近似方法，同伦分析方法主要有以下三大优势：

(1) 不依赖于任何小 (大)物理参数；

(2) 通过调节收敛控制参数 c0可以很方便地控制解的收敛；

(3) 具有选择初始猜测解、辅助线性算子及解表达的自由与灵活性.

这些优势已被大量的优秀科研成果和广泛的应用实例所证实，而同伦分析

方法之所以能够有如此强大的生命力和吸引力，除了其固有的优势以外，更重

要的是其提出者、继承者和使用者在运用该方法的同时，能始终从发展的角度

来对待同伦分析方法，不断挖掘其中的不足予以弥补，不断发现其可拓展空间

予以推广，在理论方面不断深入，在应用方面不断改进和完善.

尽管同伦分析方法现在已经发展到了一个比较成熟的阶段，但该方法同样

还有一些可以完善和拓展的空间，其中最重要的是：

(1) 由于原方程本身的非线性性，随着阶数的增加，高阶形变方程的右端项
急剧膨胀. 对于一些强非线性问题，右端项的计算复杂度甚至随着阶数
的增加达到指数级增长 [41, 56]. 这样会导致两个不利的后果：一是计算
效率下降，计算时间急剧增加；二是对于一些极端情况，如强非线性偏

微分方程问题，由于其本身收敛速度就很慢，要想获得较为精确地结果，

计算高阶近似势在必行，但右端项恶性膨胀对此构成较大的限制.

(2) 虽然同伦分析方法本身提供了选择线性算子与解表达的自由，但这种自
由仍然是有限制的，其中最大的限制就是解表达原则，这导致基函数与

解表达形式的选择是强依赖于辅助线性算子的. 例如，所选线性算子为
L [ϕ] = ∂2ϕ

∂x2 + ϕ，则相应地就要选择三角函数作为基函数；否则，若选

择 L [ϕ] = ∂2ϕ
∂x2 + ϕ作为线性算子的同时选择幂函数或者指数函数作为基

函数，则不能获得正确的解析近似. 另外，若选择的辅助线性算子 (尤其
是变系数的辅助线性算子)具有比较复杂的通解形式或者其逆算子很难求
得，则极有可能导致该线性算子是低效甚至是无效的.

(3) 原则上，同伦分析方法可以使用任何类型的函数作为基函数，目前同伦
分析方法中常用的基函数类型有：幂函数 (如 xn)、三角函数 (� sin(nx))、
指数函数 (如 e−nx)、幂 -指混合函数 (如 xme−nx)以及从幂函数正交化后
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得到的正交多项式等. 虽然形式多样，但单从运算的角度来讲，各种基函
数的运算效率是有很大差异的. 例如：一般来说，幂函数的运算效率高于
指数函数，指数函数的运算效率高于三角函数等. 是否提供更多高效的选
择，也是同伦分析方法中值得进一步研究的问题.

从各类求解方法的发展，以及上述的问题来看，可以发现：基函数的选择

对获得非线性微分方程解的快速逼近起着至关重要的作用. 正因为如此，本论
文旨在发展这样一种基于同伦分析的求解方法：

(1) 基函数与解表达对辅助线性算子的选取不敏感，也就是说基函数对不同
的辅助线性算子有更强的适应性. 这样，相对于传统的同伦分析方法，辅
助线性算子的选取将变得更加自由，也更加容易.

(2) 能够有效控制高阶形变方程右端项的恶性膨胀，从而大大提高计算效率，
并能很容易地求得高阶近似.

(3) 能提供一种便捷的方式来根据需求平衡效率和精度之间的关系，让使用
者能以更加高效的方式获得一个可接受的解.

为了实现这样的目的，笔者考虑将同伦分析方法与现代数学前沿的工具

——小波相结合. 在小波的选择方面主要考虑的性质是正交性、紧支性、插值
性、在函数逼近中具有较高的代数精度、能够很方便地在不同分辨率水平下进

行函数逼近等 [116]. 尽管小波研究者期望这个工具是完美的，但现在已经证
明，小波不可能同时兼备正交性、紧支性、插值性 [20]. 目前使用的较为广泛
的 Daubechies正交小波虽在紧支性和光滑性之间达到了最佳平衡，但不具备插
值性. 所以，王记增在研究中根据实际需要，在 Coiflet小波的基础上通过扩大
其紧支集换得准插值性，构造了一类正交准插值小波，称为广义正交 Coiflet小
波. 由于广义 Coiflet小波具有良好的性质，所以本论文中选择该类小波作为结
合工具，实现上述提出的目标.

1.5 本论文的主要工作

本论文中主要结合同伦分析方法和广义 Coiflet小波，提出了一种求解非线
性边值问题的新方法——小波同伦分析方法 (wavelet homotopy analysis method,
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wHAM)，并以 Bratu方程为范例，介绍该方法的基本思想和主要算法步骤，同
时针对该方法在应用过程中所面临的几个重要问题进行探讨，并给出一般性的

解决方案. 具体来说：

1. 第一章主要介绍了该论文的研究动机，并对同伦分析方法的理论发展和
应用现状以及小波理论的发展历程和在微分方程求解中的应用做简要回

顾，同时介绍了本论文的研究目的和意义、主要内容和创新点；

2. 第二章简要介绍多分辨分析和广义 Coiflet小波相关的基本知识，并给出
本论文中用到的一些重要数学定义及相关运算性质；

3. 第三章主要以一维 Bratu方程为范例，介绍小波同伦分析方法在常微分方
程求解中的基本思想和主要算法步骤，并通过计算结果验证和分析该方

法在非线性常微分方程边值问题求解中的有效性和主要优势；

4. 第四章介绍利用小波同伦分析方法寻找多解的一种策略，并通过计算结
果验证该策略的有效性；

5. 第五章主要以二维 Bratu方程为范例，介绍小波同伦分析方法在偏微分方
程求解中的基本算法与步骤，并针对高维问题中偏导数的计算问题提出

一种基于截面曲线的快速小波算法，最后结合计算结果分析该方法在非

线性偏微分方程边值问题求解中的有效性和主要优势；

6. 第六章介绍利用小波处理科学与工程中常见的三大类非齐次边界条件及
混合边界条件的一般性方法，并通过计算实例验证这套方法的有效性；

7. 第七章针对变系数微分方程的求解提出了一套克服复杂连接系数的一般
性方法，提出并证明了该方法的几个基本定理，并在基本定理的基础上，

提出求解变系数微分方程的广义小波伽辽金方法，最后通过计算实例验

证广义小波伽辽金方法的有效性，并分析其主要优势；

8. 第八章对本论文的工作进行了总结，并对小波同伦分析方法相关的研究
进行展望.
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1.6 主要创新点

本论文的主要创新点在于：

1. 首次将同伦分析方法与现代前沿的数学理论——小波分析进行结合，提
出一种求解非线性边值问题的一般性方法，即小波同伦分析方法；

2. 通过构造含参变量边值问题的方法，成功利用小波同伦分析方法寻找多
解；

3. 针对偏微分方程边值问题中偏导数的计算问题，提出一种基于截面曲线
的快速小波算法；

4. 针对常见的三大类非齐次边界条件及混合边界条件，给出了一套用小波
处理的一般性方法；

5. 提出并证明了若干基本定理，并在这些基本定理的基础上，发展出求解
变系数微分方程的广义小波伽辽金方法.
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第二章 基本小波理论与重要数学定义

本章简要介绍与本论文相关的一些基本小波理论，包括多分辨分析的基本

概念、广义 Coiflet小波的基本性质、小波基函数与小波逼近，以及小波同伦分
析方法中比较重要的连接系数的计算方法. 最后，给出本论文中用到的一些重
要数学定义及其相关运算性质.

2.1 多分辨分析

多分辨分析 (multiresolution analysis)的概念最早是在 1989年由Mallat [94]
提出的，该概念的提出在小波分析的基础理论方面具有重要的里程碑意义，它

统一了此前提出的诸多小波的构造方法，为小波分析提供了一个统一的数学框

架. 本论文中，广义 Coiflet正交小波基函数与函数空间的构造正是基于多分辨
分析. 多分辨分析的基本定义如下：

定义 2.1 (多分辨分析) 平方可积空间的一串函数子空间序列集合{Vj, j ∈
Z}若满足以下五个条件，则称为多分辨分析.

(1) Vj ⊂ Vj+1; (2–1)

(2)
∪
j∈Z

Vj = L2(R); (2–2)

(3)
∩
j∈Z

Vj = {0}; (2–3)

(4) f(x) ∈ Vj ⇔ f(2x) ∈ Vj+1; (2–4)

(5) ∃ φ(x) ∈ V0, s.t. V0 = span{φ(x− k), k ∈ Z}. (2–5)

其中，{φ(x − k), k ∈ Z}是按照平方可积空间的内积定义的标准正交基. 以上
的五个条件分别称为：嵌套性、稠密性、独立性、缩放性、规范正交性. 在小
波分析的理论中，整数参数 j 称为分辨率水平 (resolution level)，函数 φ(x)称

为尺度函数 (scaling function).
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2.2 广义 Coiflet小波的基本性质
广义 Coiflet小波是由王记增 [112]在经典的 Coiflet族小波 [117]的基础上

经过修改尺度函数矩的性质得到的，由其尺度函数 (scaling function) φ(x)和小
波函数 (wavelet function) ψ(x)共同定义. 它们具有以下性质 [112, 115]:

(a) φ(x) =
3N−1∑
k=0

pkφ(2x− k); (2–6)

(b) ψ(x) =
3N−1∑
k=0

(−1)kp3N−1−kψ(2x− k); (2–7)

(c)Mn =Mn
1 , for 0 ≤ n < N ; (2–8)

(d)

∫ +∞

−∞
xnψ(x)dx = 0, for 0 ≤ n < N ; (2–9)

(e)
∑
k∈Z

pkφ(x− k) = 1; (2–10)

其中 pk 为低通滤波系数, N 为消失矩数, Mn =
∫ +∞
−∞ xnφ(x)dx为尺度函数的 n

阶矩. 性质 (a)和 (b)分别为尺度函数和小波函数的双尺度关系，它们在小波基
函数求值、求导以及积分等算法中具有重要作用；性质 (c)为尺度函数矩的特
性，它是广义 Coiflet小波与传统 Coiflet小波之间的根本差异；性质 (d)是小波
函数的消失矩特性，它决定了尺度函数的紧支撑性，且对小波逼近的代数精度

起到决定性作用；性质 (e)则是小波的正规化条件.

对于广义 Coiflet小波来说，尺度函数和小波函数均具有正交性 (orthogo-
nality)，即对任意的整数 k和 l，满足：∫ +∞

−∞ φ(x− k)φ(x− l)dx = δkl, (2–11)∫ +∞
−∞ ψ(x− k)ψ(x− l)dx = δkl, (2–12)

其中 δkl为 Kronecker符号，其定义为：

δkl =

 1, k = l,

0, k ̸= l.
(2–13)

此外，尺度函数 φ(x) 甚至可以达到 4 阶连续可导，具有很好的光滑性 (s-
moothness)；它还具有紧支性 (compactly-support)，其紧支集为 supp[φ(x)] =
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[0, 3N − 1]. 尺度函数的正交性、光滑性和紧支性对小波逼近及其在求解微分方
程中具有重要意义.

不失一般性，本论文中统一采用消失矩数为 N = 6，尺度函数的一阶矩为

M1 = 7的广义 Coiflet正交小波，其滤波系数 pk [118]由表 2–1给出，尺度函数
的图像如图 2–1所示.

表 2–1消失矩数为 N = 6，尺度函数的一阶矩为M1 = 7时,广义 Coiflet正交小波的低通
滤波系数 pk.
Table 2–1 Low-pass filter coefficients pk of the generalized Coiflet-type orthogonal wavelet in case
of the number of vanishing moment N = 6 and the first-order moment of the scaling function
M1 = 7.

k pk k pk

0 −2.3926386572801× 10−3 9 −9.9615433862400× 10−2

1 −4.9326018541804× 10−3 10 −7.9923139434800× 10−2

2 2.7140399711400× 10−2 11 5.1491462932400× 10−2

3 3.0647555946200× 10−2 12 1.2388695657060× 10−2

4 −1.3931023707080× 10−1 13 −1.5831780392559× 10−2

5 −8.0606530717800× 10−2 14 −2.7171786005400× 10−3

6 6.4599454329399× 10−1 15 2.8869486640200× 10−3

7 1.1162662132580× 100 16 6.3049939470800× 10−4

8 5.3818905570800× 10−1 17 −3.0583397359600× 10−4

2.3 L2函数的广义 Coiflet小波逼近

2.3.1 L2(R)上的小波逼近

采用上文提到的广义 Coiflet正交小波的尺度函数 φ(x)，可构造出 L2(R)
空间的一个多分辨分析，它包含了一族依次嵌套的子空间 {0} ⊂ · · · ⊂ V0 ⊂
V1 ⊂ V2 ⊂ · · · ⊂ Vj ⊂ Vj+1 ⊂ · · · ⊂ L2(R). 分辨率水平 j 对应的子空间 Vj 定

义为：

Vj = span
{
φ(2jx− k), k ∈ Z

}
. (2–14)
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图 2–1消失矩数为 N = 6，尺度函数的一阶矩为M1 = 7时广义正交 Coiflet小波的尺度函
数.
Fig. 2–1 The scaling function of the generalized Coiflet-type orthogonal wavelet in case of the
number of vanishing moment N = 6 and the first order moment of the scaling function M1 = 7.

根据广义 Coiflet小波的正交性，Vj 中的所有基函数相互正交. 按照函数逼近理
论，任意一个函数 f(x) ∈ L2(R)可以在子空间 Vj 中得到广义 Fourier逼近

f(x) ≈
∑
k∈Z

cjkφ(2
jx− k), (2–15)

其中尺度系数 cjk = 2−j
∫ +∞
−∞ f(x)φ(2jx− k)dx.
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对于一般的小波，通常只能用上述的表达式进行函数逼近，但对于广义

Coiflet小波，周又和与王记增 [119]提出了一套计算尺度系数 cjk的广义高斯积

分方法，利用广义高斯积分方法，得到：

cjk ≈ f

(
M1 + k

2j

)
, (2–16)

该式虽然不是严格相等，但已足够在计算中提供非常高的精度. 因此，小波逼
近 (2–15)可以改写为：

f(x) ≈ P jf(x) =
+∞∑

k=−∞

f

(
M1 + k

2j

)
φ(2jx− k), (2–17)

其中 j 为分辨率水平，P j 为 L2函数在空间 Vj 中的投影算子.

这样，任意给定一个 L2 函数，只要通过简单的函数值采样即可完成函

数逼近，使得逼近效率大大提高. 表达式 (2–17) 的建立，实际上确立了广
义 Coiflet 小波的拟插值性 (quasi-interpolation) (形式上为插值，实质为广义
Fourier逼近).

综合 2.2节可知：广义 Coiflet小波具有正交性、紧支性、光滑性和拟插值
性，这正是本论文中选择广义 Coiflet小波的主要原因.

2.3.2 L2[0, 1]上的小波逼近

在实际边值问题的求解应用当中，通常需要用到有限区间上的小波逼近，

而任何有限区间上的问题都可以通过伸缩和平移变换转化到 [0, 1]上. 不失一般
性，本论文中直接考虑 L2[0, 1]上函数的小波逼近. 针对有限区间上函数逼近的
问题，王记增等 [112, 120]提出了一套基于 Taylor展开和差分方法的边界延拓
技术，即对任意的函数 f(x) ∈ L2[0, 1]，采用边界延拓

f̃(x) =



3∑
i=0

d0,i
i!
xi, x ∈ (−δ, 0),

f(x), x ∈ [0, 1],

3∑
i=0

d1,i
i!

(x− 1)i, x ∈ (1, 1 + δ),

(2–18)
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其中，系数 d0,i和 d1,i用半边四点差分格式计算，如下：
d0,i =

3∑
k=1

p0,i,kfj,k,

d1,i =
3∑

k=1

p1,i,kfj,2j−k,

(2–19)

其中，fj,k = f
(

k
2j

)
，差分系数通过关系 P0 = {2−ijp0,i,k}和 P1 = {2−ijp1,i,k}，

i, k = 0, 1, 2, 3，由下面的矩阵确定 [112]：

P0 =


1 0 0 0

−11/6 3 −3/2 1/3

2 −5 4 −1

−1 3 −3 1

 , (2–20)

P1 =


1 0 0 0

11/6 −3 3/2 −1/3

2 −5 4 −1

1 −3 3 −1

 . (2–21)

于是，考虑到尺度函数具有紧支集 [0, 3N − 1]，对于函数 f(x) ∈ L2[0, 1]，

逼近表达式 (2–17)可改写为

f(x) ≈
2j−1+M1∑

k=2−3N+M1

f̃

(
M1 + k

2j

)
φ(2jx− k), x ∈ [0, 1]. (2–22)

根据以上的边界延拓，重新定义小波基函数为：

φj,k(x) =



−1∑
i=2−3N+M1

T0,k

(
i

2j

)
φ(2jx− i+M1) + φ(2jx− k +M1),

k ∈ [0, 3],

φ(2jx− k + 7), k ∈ [4, 2j − 4],

2j−1+M1∑
i=2j+1

T1,2j−k

(
i

2j

)
φ(2jx− i+M1) + φ(2jx− k +M1),

k ∈ [2j − 3, 2j],

(2–23)
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其中，函数 T0,k(x)和 T1,k(x)定义为：

T0,k(x) =
3∑

i=0

p0,i,k
i!

xi , T1,k(x) =
3∑

i=0

p1,i,k
i!

(x− 1)i. (2–24)

根据新定义的小波基函数，函数 f(x) ∈ L2[0, 1]的逼近表达式 (2–22)可进
一步简写为

f(x) ≈ P jf(x) =
2j∑
k=0

f

(
k

2j

)
φj,k(x), (2–25)

其中 P j 为 L2 函数向空间 Vj 的投影算子. 对 (2–25) 式进行求导，可以得到
f(x)导数的小波逼近为：

dnf(x)

dxn
≈ dnP jf(x)

dxn
=

2j∑
k=0

f

(
k

2j

)
dnφj,k(x)

dxn
, (2–26)

其中基函数的导数 dnφj,k(x)

dxn 可以采用王继增在文献 [112]中给出的高精度计算
方法求得.

根据文献 [31, 115, 121],小波逼近 (2–25)的误差可由下面的引理来估计.

引理 2.1 若 f(x) ∈ L2[0, 1]
∩
CN(0, 1)，则对小波逼近 (2–26)有下式成立：∥∥∥∥dnf(x)

dxn
− dnP jf(x)

dxn

∥∥∥∥
L2[0,1]

≤ C2−j(N−n), (2–27)

其中 C 是只与函数 f(x)和低通滤波系数 pk 相关的非负常数, N 为消失矩数,且
0 ≤ n < N . 当 n = 0时，上式即为小波逼近 (2–25)的误差估计. 从引理 2.1可以
看出，通过提高分辨率水平 j，可以显著提高小波逼近的精度.

2.3.3 L2[0, 1]2上的小波逼近

对于二维情形，考虑 L2[0, 1]2 空间上的小波逼近. 根据高维多分辨分析理
论 [83]，二维多分辨分析可直接通过一维多分辨分析的张量积来构造. 即：

V2
j = Vj ⊗ Vj. (2–28)

这样，任意一个函数 f(x, y) ∈ L2[0, 1]2,可由下式进行逼近：

f(x, y) ≈ P jf(x, y) =
2j∑
k=0

2j∑
l=0

f

(
k

2j
,
l

2j

)
φj,k(x)φj,l(y). (2–29)
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相应的导数逼近为：

∂m+nf(x, y)

∂xm∂yn
≈ ∂m+nP jf(x, y)

∂xm∂xm
=

2j∑
k=0

2j∑
l=0

f

(
k

2j
,
l

2j

)
dmφj,k(x)

dxm
dnφj,l(y)

dyn
.

(2–30)

相应地，从引理 2.1可以得到，二维小波逼近 (2–30)的误差可由下面的引
理来估计.

引理 2.21 若 f(x, y) ∈ L2[0, 1]2
∩
CN,N(0, 1)2 ，则对小波逼近 (2–30)有下

式成立：∥∥∥∥∂m+nf(x, y)

∂xm∂yn
− ∂m+nP jf(x, y)

∂xm∂yn

∥∥∥∥
L2[0,1]2

≤ C2−min{j(N−m),j(N−n)}, (2–31)

其中 C 是只与函数 f(x, y)和低通滤波系数 pk 相关的非负常数, N 为消失矩数,
且 0 ≤ m,n < N . 当m = n = 0时，上式即为小波逼近 (2–29)的误差估计.

2.4 连接系数的计算方法

所谓连接系数 (connection coefficients) [116]，是指小波基函数及其导数的
乘积、或者某个已知函数与小波基函数及其导数的乘积在给定区间上的积分值.
连接系数的计算，在小波方法中占据着极其重要的地位，故在此予以简要说明.

本论文中提出的所有算法，均仅涉及到最简单形式的连接系数的计算，

即：

Γj,n
k,l =

∫ 1

0

dnφj,k(x)

dxn
φj,l(x)dx. (2–32)

根据小波基函数的形式，上述积分的计算可以归结为计算以下积分

Γ
j,n

k,l =

∫ 1

0

dnφ(2jx− k)

dxn
φ(2jx− l)dx. (2–33)

进一步地，令 ξ = 2jx− l，则2

Γ
j,n

k,l = 2j(n−1)

∫ 2j−l

−l

dnφ(ξ − k + l)

dxn
φ(ξ)dξ. (2–34)

1符号说明：本论文中，CN,N (0, 1)2 表示在开区域 (0, 1) × (0, 1)上关于两个维度的自变量均 N 次连

续可导的函数构成的空间.
2王记增 [112]和刘小靖 [115]给出的公式存在笔误，这里予以改正.
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因此，连接系数问题最终归结为计算以下积分函数

Λn
k(x) =

∫ x

0

dnφ(ξ − k)

dξn
φ(ξ)dξ. (2–35)

若上述积分函数在整数点上的函数值均已计算出来，则

Γ
j,n

k,l = 2j(n−1)
[
Λn

k−l(2
j − l)− Λn

k−l(−l)
]
. (2–36)

由于广义 Coiflet小波的尺度函数 φ(x)不具有解析表达式，而且其导函数
dnφ(x)

dxn 高频震荡，故没法通过解析方法获得上述积分的一般表达式，也没法使

用传统的数值积分方法获得上述积分的值. 不过，由于广义 Coiflet小波具有紧
支性，而且通常遇到的微分方程的阶数不会超过 4阶，故实际上需要计算的
Λn

k(x)值的个数是有限的. 关于 Λn
k(x)的计算，王记增 [112]根据双尺度关系，

类似于 Chen [116]的做法，给出了一种高精度计算方法，更加详细的算法可参
考文献 [112].

关于更复杂连接系数的计算，至今在学术界仍未给出一个通用的计算方法.
这个问题关乎本论文提出的小波同伦分析方法及传统小波伽辽金方法的发展与

应用，是一个十分重要和有意义的问题. 本论文中，笔者提出了一个新的方法
用以克服一般性复杂连接系数，并在该方法的基础上发展出广义小波伽辽金方

法，这将在后面的拓展章节中做详细的介绍和讨论.

2.5 几个重要的数学定义

以下是后续章节中用到的几个重要的数学定义及其相关的运算性质：

定义 2.2 (Hadamard / Schur 乘积) 若矩阵 A = {akl}m×n, B = {bkl}m×n

∈ Rm×n (当m = 1或 n = 1时为向量)，则它们的 Hadamard / Schur乘积定义为：

A ◦ B = {ckl = aklbkl}m×n . (2–37)

定义 2.3 (列点乘积) 若矩阵A = {akl}m×n ∈ Rm×n，向量 v = {vl}n×1 ∈ Rn，

则它们的列点乘积定义为：

A ⊙ v = {ckl = aklvl}m×n . (2–38)
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定义 2.4 (拉直算子) 若矩阵 A = {akl}m×n ∈ Rm×n，则算子 vec(·)将矩阵
A按列拉直为mn维向量，即：

vec(A) = v = {vr}mn×1 , vk+(l−1)m = akl. (2–39)

类似地，算子 rvec(·)将矩阵 A按行拉直为mn维向量，即：

rvec(A) = v = {vr}mn×1 , v(k−1)n+l = akl. (2–40)

定义 2.5 (Kronecker 张量积) 若矩阵 A = {akl}m×n ∈ Rm×n，矩阵 B =

{bkl}p×q ∈ Rp×q，则它们的 Kronecker张量积定义为：

A ⊗ B = {aklB}mp×nq . (2–41)

性质 2.1 若矩阵 A, B ∈ Rm×n，则

vec(A ◦ B) = vec(A) ◦ vec(B), (2–42)

rvec(A ◦ B) = rvec(A) ◦ rvec(B). (2–43)

性质 2.2 若矩阵 A ∈ Rm×n，向量 u, v ∈ Rn，则：

A (u ◦ v) = (A ⊙ u) v. (2–44)

性质 2.3 若矩阵 A ∈ Rm×n，矩阵 B ∈ Rp×q，则：

(A ⊗ B)T = AT ⊗ BT , (2–45)

其中 (·)T 为矩阵的转置算子.

性质 2.4 若矩阵 A ∈ Rm×p，X ∈ Rp×q，B ∈ Rq×n，则：

vec (AXB) =
(
BT ⊗ A

)
vec (X) , (2–46)

rvec (AXB) =
(
A ⊗ BT

)
rvec (X) . (2–47)

2.6 本章小结

本章首先给出了小波分析中的重要概念——多分辨分析，并在此基础上介

绍了广义 Coiflet小波的主要性质，结合尺度函数的性质给出了广义 Coiflet小
波基函数的构造以及 L2 函数的小波逼近，然后简要介绍了小波方法中最为重

要连接系数的计算方法，最后定义了一些数学运算并给出了相关的运算性质，

为后续的关于小波同伦分析方法及其拓展的介绍做了理论上的准备.
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第三章 解非线性常微分方程的小波同伦分析方法

本章主要以一维 Bratu方程 [122–124]为模型，介绍求解非线性常微分方
程边值问题的小波同伦分析方法 (wavelet homotopy analysis method, wHAM)之
基本思想与算法步骤，提出了小波同伦分析方法中初始猜测解和辅助线性算子

选取的基本原则，通过计算结果来验证小波同伦分析方法的有效性，并分析其

主要优势.

3.1 小波同伦分析方法的基本思想

小波同伦分析方法的基本思想是：在同伦分析方法的框架下，以建立在广

义 Coiflet小波之上多分辨分析为基础，结合广义 Coiflet小波逼近，对非线性
微分方程进行求解. 本节以一维 Bratu方程 [122–124]为模型来阐述求解非线性
常微分方程的小波同伦分析方法之基本思想与算法.

3.1.1 问题描述

Bratu方程广泛应用于描述反应扩散问题、传热问题、纳米技术、宇宙膨
胀过程及其他诸多物理问题 [122, 125]，其一维形式的控制方程为：

d2u(x)

dx2
+ λeu(x) = 0, x ∈ (0, 1), (3–1)

边界条件为：

u(0) = u(1) = 0, (3–2)

其中，λ是一个大于 0的参数，即 Frank-Kamenetskii参数 [122].

根据文献 [122–124]，一维 Bratu方程解的存在情况如下：

(1) 当 0 < λ < λc时，存在上下两支解；

(2) 当 λ = λc时，存在唯一解；

(3) 当 λ > λc时，无解；
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其中，λ的临界值 λc ≈ 3.513830719. 为了简便，本章先讨论一维 Bratu方程在
0 < λ < λc时的下支解.

一维 Bratu方程是一个具有精确解析解的强非线性问题. 当 0 < λ < λc 时，

其精确解由下式给出：

u(x) = −2 ln

[
cosh( θ

2
(x− 1

2
))

cosh( θ
4
)

]
, (3–3)

其中 θ是以下代数方程的解：

θ =
√
2λ cosh

(
θ

4

)
. (3–4)

注意到 Bratu方程 (3–1)中包含超越非线性项 eu(x). 对于超越非线性项的
处理，同伦分析方法给出了一般性的递归公式以导出高阶形变方程 (high-order
deformation equation) [41, 42]，这体现了同伦分析方法的普遍适用性. 但这里要
指出的是，通过递归的方法获得高阶形变方程并不是一个高效的做法. 为了避
免采用递归，引入以下变换：

V (x) = exp
[
−1

2
u(x)

]
. (3–5)

通过这个变换，原方程 (3–1)可改写为：

V (x)
d2V (x)

dx2
−
(

dV (x)

dx

)2

− λ

2
= 0, x ∈ (0, 1), (3–6)

相应的边界条件为：

V (0) = V (1) = 1. (3–7)

由于引入的变换是一个一一映射 (one-to-one mapping)，故新方程 (3–6)和
原方程 (3–1)是完全等价的，若能求得新问题的解，则原问题的解可通过以下
逆变换直接得到：

u(x) = −2 lnV (x). (3–8)

3.1.2 基本同伦的构造

由方程 (3–6)，定义如下的非线性算子 (nonlinear operator)：

N [ϕ(x; q)] = ϕ(x; q)
∂2ϕ(x; q)

∂x2
−
(
∂ϕ(x; q)

∂x

)2

− λ

2
, (3–9)
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并设 V0(x)为一个初始猜测解 (initial guess)，L 为辅助线性算子 (auxiliary linear
operator)，c0 为控制收敛参数 (convergence-control parameter)，则通过同伦参数
q ∈ [0, 1]可建立如下的零阶形变方程 (zeroth-order deformation equation)：

(1− q)L [ϕ(x; q)− V0(x)] = c0qN [ϕ(x; q)], q ∈ [0, 1], (3–10)

相应的边界条件为

ϕ(0; q) = ϕ(1; q) = 1. (3–11)

显然，从零阶形变方程 (3–10)容易看出：当 q = 0时，ϕ(x; 0) = V0(x)；当

q = 1时，ϕ(x; 1) = V (x) . 因此，ϕ(x; q)给出了一个从初始猜测解 V0(x)到精确

解 V (x)的同伦. 根据 Taylor定理，可将 ϕ(x; q)展开为同伦参数 q 的Maclaurin
级数

ϕ(x; q) = V0(x) +
+∞∑
k=1

Vk(x)q
k, (3–12)

其中，

Vk(x) = Dk[ϕ(x; q)] =
1

k!

∂kϕ(x; q)

∂qk

∣∣∣
q=0

. (3–13)

在同伦分析方法的框架内，Dk 被称为 k 阶同伦求导算子 (kth-order homotopy-
derivative operator) [42]. 适当选取辅助线性算子 L 和控制收敛参数 c0，使

Maclaurin级数 (3–12)在 q = 1处一致收敛，则可得 V (x)的精确解：

V (x) = V0(x) +
+∞∑
k=1

Vk(x). (3–14)

相应的m阶近似为：

V (x) ≈ Ṽm(x) = V0(x) +
m∑
k=1

Vk(x). (3–15)

为了求解 Vm(x)，将m阶同伦求导算子 Dm作用在零阶形变方程 (3–10)及
边界条件 (3–11)两端，得到m阶形变方程 (mth-order deformation equation)

L [Vm(x)− χmVm−1(x)] = c0 Rm(x) (3–16)

及边界条件

Vm(0) = Vm(1) = 0, (3–17)
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其中,

χm =

 0, m ≤ 1,

1, m > 1,
(3–18)

Rm(x) = Dm−1{N [ϕ(x; q)]}

=
m−1∑
s=0

[
Vs(x)

d2Vm−1−s(x)

dx2
− dVs(x)

dx
dVm−1−s(x)

dx

]
− λ

2
(1− χm).

(3–19)

这样，边值问题 (3–6)和 (3–7)被转化成了一系列的线性子问题 (3–16)和 (3–17).

与摄动法 [14, 15]不同的是，同伦分析方法不依赖于任何小 (大)物理参数，
并提供了选取初始猜测解及辅助线性算子的自由. 在传统的同伦分析方法当中，
选取初始猜测解和辅助线性算子主要是根据廖世俊 [38, 41]提出的解表达原则、
解存在原则和系数遍历原则 (见 1.2.1节). 而小波同伦分析方法进一步放宽了这
种自由，在选取初始猜测解和辅助线性算子上更加容易. 针对小波同伦分析方
法中初始猜测解和辅助线性算子的选取，本论文中提出了相应的原则.

初始猜测解的选取遵循边界适应原则 (rule of boundary-adaption)，即：初
始猜测解的选取要适应原问题的边界条件. 一般情况下，“适应”的含义即为满
足原来的边界条件. 这将在下文中结合实例作进一步解释.

辅助线性算子的选取主要遵循以下原则：

(1) 解存在原则 (rule of solution existence)：所选择的辅助线性算子，应当保
证高阶形变方程对应的边值问题的解存在.

(2) 阶数匹配原则 (rule of order-match)：在辅助线性算子的选择中，优先考
虑与原方程阶数相同的算子.

根据上述原则，选择最简单的初始猜测解：

V0(x) = 1, (3–20)

它满足边界条件 (3–7).

选择辅助线性算子为如下形式：

L [ϕ(x; q)] =
∂2ϕ(x; q)

∂x2
+ κ1

∂ϕ(x; q)

∂x
+ κ0ϕ(x; q), (3–21)
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其中，κ0和 κ1为可选参数. 根据常微分方程理论：二阶常系数线性微分方程的
两点边值问题的解存在唯一. 显然，这样的选取满足解存在原则和阶数匹配原
则.

另外，与传统同伦分析方法不同的是，不论选取什么样的算子，解表达形

式都是在多分辨分析框架下，由小波基给出，故完全不需要根据辅助线性算子

的不同而改变解表达形式. 另外，在传统同伦分析方法中，(3–21)形式的辅助
线性算子不是普遍适用的，κ0 和 κ1 两个参数需要根据解表达的形式严格确定.
关于小波同伦分析方法的这些优势，将在下文中结合计算结果进行详细的分析.

3.1.3 小波同伦基本方程

利用第二章介绍的多分辨分析与小波逼近 (2–25) 对 m 阶形变方程中的

Vm(x)及 Rm(x)进行展开，得：

Vm(x) ≈ P jVm(x) =
2j∑
k=0

Vm

(
k

2j

)
φj,k(x) =

2j−1∑
k=1

Vm

(
k

2j

)
φj,k(x), (3–22)

Rm(x) ≈ P jRm(x) =
2j∑
k=0

Rm

(
k

2j

)
φj,k(x), (3–23)

其中，

Rm

(
k

2j

)
=

m−1∑
s=0

[
Vs

(
k

2j

)
V ′′
m−1−s

(
k

2j

)
− V ′

s

(
k

2j

)
V ′
m−1−s

(
k

2j

)]
− λ

2
(1− χm), (3–24)

其导数可根据第二章中的 (2–26)式进行逼近，如下：

dnVm(x)

dxn
≈ dnP jVm(x)

dxn
=

2j−1∑
k=1

Vm

(
k

2j

)
dnφj,k(x)

dxn
, m ≥ 1, n = 1, 2. (3–25)

此外，
dnV0(x)

dxn
= 0, n = 1, 2. (3–26)

这里，需要注意的是：边界条件 (3–17)已经嵌入到 (3–22)中，故无须对边界条
件再进行其他处理了.
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将 (3–22)和 (3–23)式代入高阶形变方程 (3–16)中，可得 m小波形式的高

阶形变方程：

2j−1∑
k=1

[
Vm

(
k

2j

)
− χmVm−1

(
k

2j

)]
L [φj,k(x)] = c0

2j∑
k=0

Rm

(
k

2j

)
φj,k(x). (3–27)

为了求解上面的方程，采用伽辽金方法，在 (3–27)两边分别同时乘以 φj,l

(l = 1, 2, · · · , 2j − 1)并在 [0, 1]区间上进行积分，得m阶小波伽辽金形变方程：

AT
(

V̂m − χmV̂m−1

)
= c0 BT R̂m, (3–28)

其中 (·)T 为转置算子，

V̂k =

{
Vk

(
1

2j

)
, Vk

(
2

2j

)
, · · · , Vk

(
2j − 1

2j

)}T

(3–29)

为 (2j − 1)维列向量,

R̂m =

{
Rm

(
0

2j

)
, Rm

(
1

2j

)
, Rm

(
2

2j

)
, · · · , Rm

(
2j

2j

)}T

(3–30)

为 (2j + 1)维列向量,

A =

{
ak,l =

∫ 1

0

L [φj,k(x)]φj,l(x)dx
}k,l=2j−1

k,l=1

(3–31)

和

B =

{
bk,l =

∫ 1

0

φj,k(x)φj,l(x)dx
}k=2j , l=2j−1

k=0, l=1

(3–32)

分别为 (2j − 1)× (2j − 1)和 (2j + 1)× (2j − 1)矩阵.

根据第二章给出的连接系数之定义 (2–32)，得： ak,l = Γj,2
k,l + κ1Γ

j,1
k,l + κ0Γ

j,0
k,l ,

bk,l = Γj,0
k,l ,

(3–33)

注意到矩阵 A和 B不随阶数 m的变化而变化，也就是说，在计算过程中，系

数矩阵不用更新. 因此，小波同伦分析方法可以很高效地求解 m阶小波伽辽金

形变方程 (3–28).
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3.2 结果分析

以精确解 (3–3) 为基准，分别定义均方误差 ErrSQm 与误差分布函数

Em(x)为:

ErrSQm =
1

2j + 1

2j∑
k=0

[
ũm

(
k

2j

)
− ue

(
k

2j

)]2
, (3–34)

Em(x) =
∣∣∣ũm(x)− ue(x)

∣∣∣2, 0 < x < 1, (3–35)

其中 ũm(x) = −2lnṼm(x)为m阶小波同伦解，ue(x)为精确解.

3.2.1 收敛性分析

不失一般性，考虑Frank-Kamenetskii参数λ = 1，辅助线性算子L [ϕ(x; q)] =
∂2ϕ(x;q)

∂x2 ，分辨率水平 j 从 3到 6的情形. 与传统同伦分析方法一样，在小波同
伦分析方法的框架内，可以很方便地通过选取合适的控制收敛参数 c0 来获得

收敛的级数解. 为了对比，下面的计算中均取 c0 = −0.5 .

图 3–1 给出了不同分辨率水平下，均方误差 ErrSQm 随阶数 m 的变化

情况. 从图中可以看出，在每一个分辨率水平下，随着阶数的增加，均方误
差 ErrSQm 快速地下降到一个与分辨率水平 j 相关的常数 ErrSQ∗ : j 越大，
ErrSQ∗ 越小. 因此，若分辨率水平足够大，阶数足够高，则通过小波同伦分
析方法可以得到足够精确的解. 这说明了小波同伦分析方法在非线性微分方程
求解中的有效性.

通过进一步的计算与分析可发现：当辅助线性算子为 L [ϕ(x; q)] = ∂2ϕ(x;q)
∂x2

时，只要控制收敛参数 c0落在以下区间

Rc = {c0| − 0.5 ≤ c0 < 0}, (3–36)

则在不同分辨率水平下，对不同的物理参数 λ ( 0 < λ ≤ λc)，小波同伦解都
能很好地收敛到原方程的精确解. 图 3–2给出了分辨率水平 j = 4时，40阶小
波同伦解与精确解的对比，可见二者吻合得非常好. 这说明小波同伦分析方法
具有较好的收敛性. 同时，由于控制收敛参数 c0 在很大范围内都能保证解的收

敛，故在小波同伦分析方法框架下，选择一个合适的 c0并不困难.
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图 3–1 Frank-Kamenetskii 参数 λ = 1，控制收敛参数 c0 = −1/2，辅助线性算子
L [ϕ(x; q)] = ∂2ϕ(x;q)

∂x2 时，不同分辨率水平下小波同伦逼近的均方误差随阶数 m 的变
化.
Fig. 3–1 The averaged square error of the wHAM approximations (given by different resolution
level j) versus the approximation order m in case of the Frank–Kamenetskii parameter λ = 1, the
convergence-control parameter c0 = −1/2 and the auxiliary linear operator L [ϕ(x; q)] = ∂2ϕ(x;q)

∂x2 .
Solid line with square symbols: j = 3; dotted line with delta symbols: j = 4; dash-dotted line
with diamond symbols: j = 5; dashed line and with circle symbols: j = 6.

3.2.2 精度与效率的平衡

第二章中已经指出：在多分辨分析中，对于一个 L2[0, 1] 空间里的函

数，均可通过提高分辨率水平来提高小波逼近的精度. 因此，正如图 3–1
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图 3–2分辨率水平 j = 4 ,控制收敛参数 c0 = −1/2，辅助线性算子L [ϕ(x; q)] = ∂2ϕ(x;q)
∂x2

时，不同 λ下 40阶小波同伦解与精确解的对比.
Fig. 3–2 Comparison between the 40th-order wHAM approximations and the exact solutions in
case of the resolution level j = 4 , the convergence-control parameter c0 = −1/2 and the auxiliary
linear operator L [ϕ(x; q)] = ∂2ϕ(x;q)

∂x2 . Solid line: exact solution when λ = 1; dashed line: exact
solution when λ = 2; dash-dotted line: exact solution when λ = 3; square: wHAM approximation
when λ = 1; circle: wHAM approximation when λ = 2; delta: wHAM approximation when
λ = 3.

所示的结果一样，在小波同伦分析方法的框架内，可以通过调节分辨率水

平 j 来控制解的精度. 当然，较高的分辨率水平也意味着更多的 CPU 时间
消耗. 为了对比 CPU 耗时，本论文中的所有结果均在同一台计算机上求
得，其基本配置情况为：DELL Inspiron 3847, Intel(R) Core(TM) i5-4460 CPU@
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3.20GHz. Frank-Kamenetskii参数 λ = 1，控制收敛参数 c0 = −1/2，辅助线性

算子 L [ϕ(x; q)] = ∂2ϕ(x;q)
∂x2 时，不同分辨率水平下 60阶小波同伦逼近所对应的

均方误差及 CPU耗时如表 3–1所示.

表 3–1 Frank-Kamenetskii 参数 λ = 1，控制收敛参数 c0 = −1/2，辅助线性算子
L [ϕ(x; q)] = ∂2ϕ(x;q)

∂x2 时，不同分辨率水平下 60 阶小波同伦解的均方误差及所对应的
CPU耗时.
Table 3–1 The averaged square error and the CPU time for the 60th-order wHAM approximation
versus the resolution level j in case of λ = 1, the convergence-control parameter c0 = −1/2 and
the auxiliary linear operator L [ϕ(x; q)] = ∂2ϕ(x;q)

∂x2 .

j, resolution level ErrSQ60 CPU time (sec.)
2 2.84× 10−08 0.15
3 5.98× 10−09 0.29
4 3.98× 10−11 0.36
5 1.81× 10−13 0.51
6 6.51× 10−16 0.92

表 3–1的结果显示：随着分辨率水平的提高，解的精度也随之提高，而
CPU耗时则增加. 而另一方面，对于不同的分辨率水平 j，均可在 1秒的 CPU
耗时以内获得足够精确的解，这表明小波同伦分析方法具有较高的计算效率.
在实际应用中 (尤其是对于大规模复杂问题)，通常会遇到效率与精度的平衡问
题，即：如何在条件允许的时间内获得一个足够精确的解. 在小波同伦分析方
法的框架内，分辨率水平正好提供了一种平衡精度与效率的方法. 换句话说，
通过调节分辨率水平可以很方便地平衡效率与精度之间的关系.

为了进一步说明小波同伦分析方法的优势，现将小波同伦分析方法与传

统的同伦分析方法进行了对比，如表 3–2所示. 从表中可以很明显地看到，小
波同伦分析方法收敛速度比传统同伦分析方法要快，而且 CPU耗时随着阶数
的增长是线性的，除了大约 0.9秒的预处理时间消耗以外，随着阶数的增长，
CPU耗时的增加甚至几乎是可以忽略的. 例如，获得 50阶小波同伦解需要的
CPU耗时仅仅比 10阶逼近多出大约 0.015秒，这意味着：利用小波同伦分析
方法，求得高阶逼近是很容易的. 与之相对的是，传统的同伦分析方法虽然预
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表 3–2 Frank-Kamenetskii 参数 λ = 1，控制收敛参数 c0 = −1/2，辅助线性算子
L [ϕ(x; q)] = ∂2ϕ(x;q)

∂x2 时，不同阶数小波同伦分析解 (wHAM) 与传统同伦解 (HAM) 的
均方误差与 CPU耗时对比.
Table 3–2 Comparison of the averaged square error and the CPU time at the different order of
approximation m given by the wHAM and the normal HAM in case of λ = 1, the convergence-
control parameter c0 = −1/2 and the auxiliary linear operator L [ϕ(x; q)] = ∂2ϕ(x;q)

∂x2 .

m
ErrSQm CPU time (sec.)

wHAM HAM wHAM HAM
5 6.08× 10−05 1.20× 10−04 0.9021 0.0350
10 1.16× 10−06 5.57× 10−06 0.9047 0.0806
20 1.18× 10−09 2.81× 10−08 0.9089 0.2662
30 2.04× 10−12 2.34× 10−10 0.9114 0.6990
40 2.16× 10−15 2.49× 10−12 0.9143 1.6146
50 4.89× 10−16 3.07× 10−14 0.9171 3.5780

处理时间几乎可以忽略，但随着阶数的增加，CPU耗时呈指数增长，这对高阶
逼近的计算是非常不利的. 这进一步说明了小波同伦分析方法在非线性问题求
解上具有很高的计算效率.

小波逼近的另一个问题是边界跳跃现象 [112, 115, 126]，即：对于有限区
间上的逼近，在边界附近误差会急剧增加. 然而，对于一个可靠的解不仅应该
在总体上精度较高，且误差分布也应当比较均匀. 为了解决这个问题，本论文
采用了王记增 [112]提出的边界延拓方法，很好地避免了边界跳跃现象，如图
3–3所示. 图中显示：在不同分辨率水平下，小波同伦分析方法得到的解的误
差分布都比较均匀. 这进一步证明了小波同伦分析方法的有效性和可靠性.

简而言之，由于小波同伦分析方法是基于多分辨分析的，故通过调节分辨

率水平 j 可以很方便地平衡计算效率与精度的问题. 而由于广义 Coiflet小波上
具有正交性、紧支性、准插值性及较高精度等优势，小波同伦分析方法也变得

十分高效. 小波同伦分析方法与传统同伦分析方法的对比表明：小波同伦分析
方法在精度和效率上相对于传统的同伦分析方法均有一定的优势.
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图 3–3 Frank-Kamenetskii 参数 λ = 1，控制收敛参数 c0 = −1/2，辅助线性算子
L [ϕ(x; q)] = ∂2ϕ(x;q)

∂x2 时，不同分辨率水平下小波同伦解的误差分布.
Fig. 3–3 The error distributions given by means of the wHAM for different resolution levels in case
of λ = 1, c0 = −1/2 and the auxiliary linear operator L [ϕ(x; q)] = ∂2ϕ(x;q)

∂x2 . Dash-dot-dotted
line: j = 3; dashed line: j = 4; dash-dotted line: j = 5; solid line: j = 6.

3.2.3 对辅助线性算子的适应性分析

总的来说，同伦分析方法具有自由选择辅助线性算子的优势，但在传统同

伦分析方法的框架内，基函数与解表达的选择是强依赖于辅助线性算子的. 以
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本论文中所采用的一般化二阶线性算子 (3–21)为例，在传统的同伦分析方法
中，当 κ1 = κ0 = 0时，对应的只能以幂函数作为基函数；当 κ1 = 0且 κ0 > 0

时，对应的只能以三角函数作为基函数；当 κ1 = 0且 κ0 < 0时，对应的要以

指数函数作为基函数；而 κ1 ̸= 0时，基函数的选取变得十分不便.

m
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图 3–4 Frank-Kamenetskii参数 λ = 1，分辨率水平 j = 6，对于不同的辅助线性算子，采用
小波同伦分析方法求解的 CPU耗时 (不包含预处理)随着阶数m的变化.
Fig. 3–4 The CPU time (pre-calculation not included) versus the approximation order m by means
of the wHAM in case of the Frank-Kamenetskii parameter λ = 1, the resolution level j = 6

and the different types of auxiliary linear operators. Solid line: κ0 = 0, κ1 = 0; dashed line:
κ0 = 5, κ1 = 0; dash-dotted line: κ0 = 5, κ1 = 5.

而由于小波本身不依赖于辅助线性算子的具体形式，故小波同伦分析方
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图 3–5 Frank-Kamenetskii参数 λ = 1，辅助线性算子参数 κ0 = 0, κ1 = 0时，采用传统同伦
分析方法求解的 CPU耗时随着阶数m的变化.
Fig. 3–5 The CPU time versus approximation order m by means of the normal HAM in case of
λ = 1, the resolution level j = 6 and the auxiliary linear operator defined by κ0 = 0, κ1 = 0.

法完全解除了这种限制，不管选择什么样的线性算子，均可用小波基函数展

开，这首先从理论上保证了小波同伦分析方法对辅助线性算子的强适应性. 不
失一般性，本论文中分别考虑三种不同的辅助线性算子：L [ϕ(x; q)] = ∂2ϕ(x;q)

∂x2 ,
L [ϕ(x; q)] = ∂2ϕ(x;q)

∂x2 + 5ϕ(x; q)和L [ϕ(x; q)] = ∂2ϕ(x;q)
∂x2 + 5∂ϕ(x;q)

∂x
+ 5ϕ(x; q). 若仅

从运算效率上来讲，在传统同伦分析方法的框架内，选择后两种辅助线性算子

的运算效率要远远低于第一种算子，但在小波同伦分析方法中，CPU耗时随
着阶数的增加却几乎不受辅助线性算子的影响，如图 3–4所示. 更为重要的是，
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图 3–6 Frank-Kamenetskii参数 λ = 1，分辨率水平 j = 6，控制收敛参数 c0 = −0.4时，不
同辅助线性算子 (κ1 = 0且 κ0从 -5到 5)对应的均方误差随着阶数的变化.
Fig. 3–6 The averaged square errors versus the order of approximation m in case of the Frank-
Kamenetskii parameter λ = 1, the resolution level j = 6 and the convergence-parameter c0 = −0.4

for different auxiliary linear operators (κ1 = 0 with κ0 varying from -5 to 5). Solid line: κ0 = 0;
dashed line: κ0 = −1; dash-dotted line: κ0 = −5; dotted line: κ0 = 1; dash-dot-dotted line:
κ0 = 5.

从图中可以清楚地看到，采用小波同伦分析方法进行求解时，CPU耗时随着阶
数的增加是线性的. 与之相对的是，若采用传统同伦分析方法，则 CPU耗时将
呈现明显的指数增长，如图 3–5所示. 这种指数增长导致的后果是：如果需要
计算更高阶逼近，则 CPU耗时将会非常大. 例如，计算 100阶逼近时，采用小
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图 3–7 Frank-Kamenetskii参数 λ = 1，分辨率水平 j = 6，控制收敛参数 c0 = −0.4时，不
同辅助线性算子 (κ0 = 5且 κ1从 0到 5)对应的均方误差随着阶数的变化.
Fig. 3–7 The averaged square errors versus the order of approximation m in case of the Frank-
Kamenetskii parameter λ = 1, the resolution level j = 6 and the convergence-control parameter
c0 = −0.4 for different auxiliary linear operators (κ0 = 5 with κ1 varying from 0 to 5). Solid line:
κ1 = 0; dashed line: κ1 = 1; dash-dotted line: κ1 = 3; dash-dot-dotted line: κ1 = 5.

波同伦分析方法仅需要大约 1秒的时间，而传统同伦分析方法则需要 70秒. 另
外，遗憾的是，在传统同伦分析方法中，采用后两种算子求解都没有获得收敛

的级数解，这体现了小波同伦分析方法对辅助线性算子具有更强的适应性. 在
实际应用中 (特别是对于一些强非线性问题)，往往需要计算高阶逼近来获得比
较高的精度，故小波同伦分析方法中 CPU耗时的线性增长性质和对辅助线性
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算子的强适应性具有重要意义.

为了进一步说明小波同伦分析方法对不同辅助线性算子的有效性和强适应

性，首先考虑 κ1 = 0，κ0从 -5到 5这一系列的辅助线性算子. 不同辅助线性算
子对应的均方误差随阶数 m的变化情况如图 3–6所示. 从图中可以看出：对于
每个 κ0，小波同伦解均快速收敛到精确解. 这说明小波同伦分析方法对不同的
辅助线性算子均有很强的适应性，故在小波同伦分析方法框架下，选择一个合

适的辅助线性算子是很容易的. 而另一方面，辅助线性算子的选取显然是影响
收敛速度的：在本文考虑的范围内，κ0 越大，收敛越快，如图 3–6，这表明小
波同伦分析方法在选择高效的辅助线性算子方面相对于传统的同伦分析方法具

有更大的潜力和优势.

进一步考虑 κ0 = 5，κ1 从 0到 5的情形，相应的均方误差随着阶数 m的

变化情况如图 3–7所示. 由图可知：所有的辅助线性算子均能给出较快收敛的
小波同伦解.当然，收敛速度也是依赖于参数 κ1的，其中，κ0 = 5且 κ1 = 1确

定的辅助线性算子对应的小波同伦解收敛最快.

3.2.4 小波同伦迭代技术

在传统的同伦分析方法中已证实：大部分情况下，采用同伦迭代技术可以

显著加快解的收敛. 那么，在小波同伦分析方法的框架内，该项技术是否还依
然有效呢？为了回答这个问题，本节以辅助线性算子为L [ϕ(x; q)] = ∂2ϕ(x;q)

∂x2 的

情况为例进行说明.

图 3–8给出了采用迭代小波同伦与非迭代情况下，均方误差随 CPU时间
(不包含预处理)的变化曲线. 从图中可以看出：在小波同伦分析方法中，迭代
技术同样可以加速收敛. 另外，3阶与 4阶迭代要比 1阶和 2阶迭代要快一些.
因此，小波同伦迭代技术在非线性问题的求解中是一种值得推荐的方法.

3.3 本章小结

本章主要以一维 Bratu方程为示范模型，介绍了求解非线性常微分方程边
值问题的小波同伦分析方法的基本思想与算法步骤，并提出小波同伦分析方法

中初始猜测解和辅助线性算子选取的基本原则. 通过计算结果的对比和讨论，
分析了小波同伦分析方法的主要优势.
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图 3–8 Frank-Kamenetskii参数 λ = 1，分辨率水平 j = 6，辅助线性算子为 L [ϕ(x; q)] =
∂2ϕ(x;q)

∂x2 时，迭代与非迭代小波同伦解的均方误差随 CPU耗时的变化.
Fig. 3–8 Comparison of the averaged square error curves of iterative and non-iterative wHAM
in case of the Frank-Kamenetskii parameter λ = 1, the resolution level j = 6 and the aux-
iliary linear operator L [ϕ(x; q)] = ∂2ϕ(x;q)

∂x2 . Solid line: non-iterative results; dashed line:
IterOrder = 1; dash-dotted line: IterOrder = 2; dotted line: IterOrder = 3 dash-dot-dotted
line: IterOrder = 4.

小波同伦分析方法不仅继承了传统同伦分析方法最重要的优势，同时也表

现出许多新的亮点，它们主要是：

(1) 在传统同伦分析方法中起到重要作用的控制收敛参数，在小波同伦分析
方法中同样具有控制收敛的作用，本章中，通过选取合适的控制收敛参
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数，采用一系列的辅助线性算子均得到了快速收敛的小波同伦解；

(2) 由于小波同伦分析方法是建立在多分辨分析基础之上，故分辨率水平自
然地提供了一种非常便捷的方式来平衡计算效率与精度之间的关系；

(3) 与传统的同伦分析方法相比，小波同伦分析方法对不同的辅助线性算子
具有更强的适应性，主要体现为小波形式的解表达对不同辅助线性算子

的普遍适应性、不同辅助线性算子下小波同伦解的快速收敛性以及不同

辅助线性算子下运算的高效性三大方面，这一方面使辅助线性算子的选

取变得更加简单，另一方面也使小波同伦分析方法在强非线性问题的求

解上具备了更大的潜力；

(4) 与传统的同伦分析方法相比，小波同伦分析方法具有更高的求解效率，
主要体现为能快速获得高精度的小波逼近和 CPU耗时随者阶数的线性增
长两个方面；

(5) 在传统同伦分析方法中能显著加速收敛的同伦迭代技术，在小波同伦分
析方法中同样可以加速收敛.
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第四章 利用小波同伦分析方法寻找多解

第三章以一维 Bratu方程为范例介绍了小波同伦分析方法的基本思想与算
法，但为了简单起见仅仅讨论了其中较为稳定的一支解. 而实际上，非线性边
值问题之所以复杂，其中一个重要原因就是存在多解. 那么，对于多解问题而
言，小波同伦分析方法是否能够求得其所有的解呢？本章中，将继续以一维

Bratu方程作为多解问题的范例做进一步的探讨，同时借助该范例说明含参变
量非线性边值问题在小波同伦分析方法中的求解策略.

4.1 基本思想

在一般的方法中，寻找多解通常是通过给出从不同的初始解来搜寻，而实

际上由于给初始解的方法相对比较盲目，而且无法从理论上判断所要求解的非

线性边值问题到底存在多少个解，因此就算能求得多解，也不能确定是否已找

全. 本论文中，笔者通过引入一个可区分不同解支的参数，把原问题转化成一
个含参变量的非线性边值问题. 借助一阶形变方程导出一个非线性代数方程，
并通过非线性代数方程解的情况，从理论上对原非线性边值问题解的个数给出

判断，并采用小波同伦分析方法进行求解.

4.1.1 基本变换

本章所讨论的问题依然是一维 Bratu方程 [122–124]：

d2u(x)

dx2
+ λeu(x) = 0, x ∈ (0, 1), (4–1)

边界条件为：

u(0) = u(1) = 0, (4–2)

其中，λ是一个大于 0的参数，即 Frank-Kamenetskii参数 [122]. 第三章已经给
出，该问题存在多解的区间是 0 < λ < λc，其中 λc ≈ 3.513830719.

与第三章不同的是，为了搜索不同的解支，需要先选定一个可以区分不同

解支的参数. 这里，选择的参数为 A = u
(
1
2

)
，并做变换 u(x) = v(x) +A，在该
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变换下，原方程 (4–1)变为：

d2v(x)

dx2
+ λeAev(x) = 0, x ∈ (0, 1), (4–3)

相应的边界条件 (4–2)变为：

v(0) = v(1) = −A, (4–4)

并增加了限制条件：

v

(
1

2

)
= 0. (4–5)

与第三章类似，进一步引入变换 V (x) = exp
[
−1

2
v(x)

]
，并令 ∆ = eA

2，则

方程 (4–4)进一步变为：

V (x)
d2V (x)

dx2
−
(

dV (x)

dx

)2

− λ

2
∆2 = 0, x ∈ (0, 1), (4–6)

相应的边界条件和限制条件分别为：

V (0) = V (1) = ∆ (4–7)

和

V

(
1

2

)
= 1. (4–8)

注意到与上一章描述的问题不一样的是，该问题中函数 V (x)和参数 ∆都

是待求解的. 本论文中把类似方程 (4–6)这样包含待求解参数的非线性微分方程
称为含参变量的非线性微分方程，类似于 (4–7)的边界条件称为不定边界条件，
二者合在一起统称含参变量的非线性边值问题.

若能求得上述含参变量非线性边值问题的解，则原问题 (4–1)和 (4–2)的解
可通过下面的逆变换得到：

u(x) = 2 ln
∆

V (x)
. (4–9)

4.1.2 基本同伦的构造

首先，根据方程 (4–6)，定义如下的非线性算子：

N [ϕ(x; q),∆(q)] = ϕ(x; q)
∂2ϕ(x; q)

∂x2
−
(
∂ϕ(x; q)

∂x

)2

− λ

2
∆2(q), (4–10)
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并设 V0(x)为一个初始猜测解，L 为辅助线性算子，c0为控制收敛参数，则通

过同伦参数 q ∈ [0, 1]可建立如下的零阶形变方程：

(1− q)L [ϕ(x; q)− V0(x)] = c0qN [ϕ(x; q),∆(q)], q ∈ [0, 1]. (4–11)

另一方面，由于该问题含有不定边界，故没法像第三章那样直接满足. 为了处
理不定边界，进一步对边界条件及限制条件构造如下的同伦：

(1− q) [ϕ(0; q)− V0(0)] = c0q [ϕ(0; q)−∆(q)] ,

(1− q)

[
ϕ

(
1

2
; q

)
− V0

(
1

2

)]
= c0q

[
ϕ

(
1

2
; q

)
− 1

]
,

(1− q) [ϕ(1; q)− V0(1)] = c0q [ϕ(1; q)−∆(q)] .

(4–12)

下文中，(4–11)和 (4–12)合称为零阶形变方程组. 显然，q = 0时，ϕ(x; 0) =

V0(x)；q = 1时，ϕ(x; 1) = V (x)；待定参数 ∆的精确值为 ∆ = ∆(1).

类似第三章的做法，将 ϕ(x; q)和∆(q)均展开为同伦参数 q的Maclaurin级
数 

ϕ(x; q) = V0(x) +
+∞∑
k=1

Vk(x)q
k,

∆(q) = δ0 +
+∞∑
k=1

δk(x)q
k,

(4–13)

则可类似地导出m阶形变方程组

L [Vm(x)− χmVm−1(x)] = c0 Rm(x) (4–14)

及边界条件方程组
Vm(0) + c0 δm−1 = (c0 + χm)Vm−1(0),

Vm

(
1

2

)
= (c0 + χm)Vm−1

(
1

2

)
+ c0 (χm − 1) ,

Vm(1) + c0 δm−1 = (c0 + χm)Vm−1(1),

(4–15)

其中，χm由第三章的 (3–18)式定义，右端项

Rm(x) = Dm−1{N [ϕ(x; q),∆(q)]}

=
m−1∑
s=0

[
Vs(x)

d2Vm−1−s(x)

dx2
− dVs(x)

dx
dVm−1−s(x)

dx
− λ

2
δsδm−1−s

]
.

(4–16)
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这里，需要特别注意的是：在 m阶形变方程组 (4–14)和 (4–15)中，δm−1 也是

待求解参数，故求解时应当与 Vm(x)一同解出. 更有意思的是，1阶形变方程关
于参数 δ0 是一个二次方程，而 1阶以上则关于 δm−1 是一个线性方程，这从理

论上决定了从这组高阶形变方程可以求出两组解. 这与实际情况是完全相符的.

关于初始猜测解 V0(x)的选取，按照第三章的提法，应当满足边界适应原
则. 对于本章的问题，边界条件 (4–8)为不定边界条件，故不可能通过选取初始
猜测解直接满足边界条件. 不过，对于不定边界和 x = 1

2
上的限制条件，已经

构造了相关的同伦并导出了高阶形变方程，故理论上本章中初始猜测解可以任

意选取. 但考虑到最终需要满足的边界条件 (4–8)中 V (0) = V (1)，为了尽可能

与之相匹配，在初始猜测解的选取时同样使 V0(0) = V0(1)，这正是边界适应原
则更一般的含义. 为了简单起见，这里直接选取常值函数

V0(x) = C, (4–17)

作为初始猜测解，其中 C 可取任意给定.

关于辅助线性算子L 的选取，按照解存在原则和阶数匹配原则，选取

L [ϕ(x; q)] =
∂2ϕ(x; q)

∂x2
. (4–18)

4.1.3 小波同伦基本方程

类似第三章的做法，先对 m阶形变方程中的 Vm(x)及 Rm(x)进行小波展

开，得：

Vm(x) ≈ P jVm(x) =
2j∑
k=0

Vm

(
k

2j

)
φj,k(x), (4–19)

Rm(x) ≈ P jRm(x) =
2j∑
k=0

Rm

(
k

2j

)
φj,k(x), (4–20)

其中，

Rm

(
k

2j

)
=

m−1∑
s=0

[
Vs

(
k

2j

)
V ′′
m−1−s

(
k

2j

)
− V ′

s

(
k

2j

)
V ′
m−1−s

(
k

2j

)]

− λ

2

m−1∑
s=0

δsδm−1−s, (4–21)
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将 (4–19)和 (4–20)式代入高阶形变方程 (4–14)中，可得 m小波形式的高

阶形变方程：

2j∑
k=0

[
Vm

(
k

2j

)
− χmVm−1

(
k

2j

)]
L [φj,k(x)] = c0

2j∑
k=0

Rm

(
k

2j

)
φj,k(x). (4–22)

采用伽辽金方法，在 (4–22)两边分别同时乘以 φj,l (l = 1, 2, · · · , 2j − 1)并

在 [0, 1]区间上进行积分，并联合边界条件 (4–15)，得 m阶小波伽辽金形变方

程组： 

AT
(

V̂m − χmV̂m−1

)
= c0 BT R̂m,

Vm(0) + c0 δm−1 = (c0 + χm)Vm−1(0),

Vm

(
1

2

)
= (c0 + χm)Vm−1

(
1

2

)
+ c0 (χm − 1) ,

Vm(1) + c0 δm−1 = (c0 + χm)Vm−1(1),

(4–23)

其中 (·)T 为转置算子，

V̂k =

{
Vk

(
0

2j

)
, Vk

(
1

2j

)
, Vk

(
2

2j

)
, · · · , Vk

(
2j

2j

)}T

(4–24)

和

R̂m =

{
Rm

(
0

2j

)
, Rm

(
1

2j

)
, Rm

(
2

2j

)
, · · · , Rm

(
2j

2j

)}T

(4–25)

均为 (2j + 1)维列向量,

A =

{
ak,l =

∫ 1

0

L [φj,k(x)]φj,l(x)dx
}k=2j ,l=2j−1

k=0, l=1

(4–26)

和

B =

{
bk,l =

∫ 1

0

φj,k(x)φj,l(x)dx
}k=2j , l=2j−1

k=0, l=1

(4–27)

均为 (2j + 1)× (2j − 1)矩阵.

需要指出的是，上述的 m阶小波伽辽金形变方程组一共包含 2j + 2个方

程，2j + 2个未知数，即向量 V̂m和 δm−1，故正好可以封闭求解. 另外，1阶小
波伽辽金形变方程中包含 δ20 项，故存在两组不同的解. 在 1阶形变方程求解结
束后，通过选择不同的解支，可以得到原边值问题的所有解.
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4.2 结果分析

通过调节控制收敛参数 c0，可以得到收敛的小波同伦解. 在第三章已经指
出：迭代技术可以加快收敛. 因此，在本章中采用迭代小波同伦分析方法进行
求解. 不失一般性，这里先以 Frank-Kamenetskii参数 λ = 2为例对小波同伦分

析方法在寻找多解中的有效性进行说明.

x

u(
x)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

1

2

3

4
wHAM: lower branch
wHAM: upper branch
Exact: lower branch
Exact: upper branch

图 4–1 Frank-Kamenetskii 参数 λ = 2，分辨率水平 j = 4，辅助线性算子 L [ϕ(x; q)] =
∂2ϕ(x;q)

∂x2 时，上下两支小波同伦解与精确解的对比.
Fig. 4–1 Comparison between wHAM approximations and exact solutions in case of λ = 2, the
resolution level j = 4 and the auxiliary linear operator L [ϕ(x; q)] = ∂2ϕ(x;q)

∂x2 . Dashed line:
exact solution–lower branch; solid line: exact solution–upper branch; delta symbols: wHAM solu-
tion–lower branch; square symbols: wHAM solution–upper branch.
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通过控制收敛参数 c0 的调节测试，在下支解的求解中，取 c0 = −0.4；上

支解的求解中，取 c0 = −0.2. 通过求解得到的上下两支小波同伦解与精确解的
对比情况如图 4–1所示. 显然，上下两支小波同伦解均与精确解吻合得非常好.
这表明小波同伦分析方法在多解问题的求解上是有效的.

n

∆ n

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
1.0715

1.072

1.0725

1.073

1.0735

图 4–2 Frank-Kamenetskii 参数 λ = 2，分辨率水平 j = 4，辅助线性算子 L [ϕ(x; q)] =
∂2ϕ(x;q)

∂x2 时，下支解参数∆n随迭代次数 n的变化.
Fig. 4–2 The parameter ∆n for lower solution versus iteration times n in case of the Frank-
Kamenetskii parameter λ = 2, the resolution level j = 4 and the auxiliary linear operator
L [ϕ(x; q)] = ∂2ϕ(x;q)

∂x2 .

为了进一步对收敛情况进行说明，用 ∆n 表示含参变量微分方程 (4–6)和
不定边界 (4–7) 中的重要参数 ∆ 在第 n 次小波同伦迭代后的结果. 图 4–2 和
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图 4–3分别给出了 Frank-Kamenetskii参数 λ = 2时求解下支解和上支解过程中

参数 ∆n 随着迭代次数 n的变化情况. 从图中可以看出：随着迭代次数 n的增

加，参数 ∆n 迅速收敛. 这说明本章提出的方法具有较好的收敛性，这进一步
说明了小波同伦分析方法在多解问题求解中的有效性和潜力.

n

∆ n

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

4

5

6

7

图 4–3 Frank-Kamenetskii 参数 λ = 2，分辨率水平 j = 4，辅助线性算子 L [ϕ(x; q)] =
∂2ϕ(x;q)

∂x2 时，上支解参数∆n随迭代次数 n的变化.
Fig. 4–3 The parameter ∆n for lower solution versus iteration times n in case of the Frank-
Kamenetskii parameter λ = 2, the resolution level j = 4 and the auxiliary linear operator
L [ϕ(x; q)] = ∂2ϕ(x;q)

∂x2 .

由上面的分析可以看出：小波同伦分析方法在多解问题的求解中能快速收

敛，并得到可靠的小波逼近. 为了对本章提出的方法做一个更完整的对比与评

— 52 —



上海交通大学硕士学位论文 第四章 利用小波同伦分析方法寻找多解

估，下面给出一维 Bratu方程完整的 umax–λ曲线. 从第三章给出的精确解 (3–3)

λ

u m
ax

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
0

1

2

3

4

5

6

7

wHAM solution
Exact solution

图 4–4分辨率水平 j = 4，辅助线性算子L [ϕ(x; q)] = ∂2ϕ(x;q)
∂x2 时，不同 λ下小波同伦解与

精确解的对比.
Fig. 4–4 Comparison between wHAM approximations and exact solutions for different Frank-
Kamenetskii parameters in case of the resolution level j = 4 and the auxiliary linear operator
L [ϕ(x; q)] = ∂2ϕ(x;q)

∂x2 . Line: exact solutions; symbols: wHAM solutions.

和 (3–4)可得 umax–λ曲线的精确解可由下面的参数方程表示：
λ =

θ2

2 cosh2
(
θ
4

) ,
umax = 2 ln

[
cosh

(
θ

4

)]
.

(4–28)
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图 4–4给出了不同 Frank-Kamenetskii参数下小波同伦解与精确解的对比，
显然，在整个解存在的区间 λ ∈ (0, λc]上，利用小波同伦分析方法得到的小波

近似与精确解高度吻合.

4.3 本章小结

本章以一维 Bratu方程作为范例介绍了利用小波同伦分析方法寻找多解的
基本思想和主要求解策略. 通过引入可区分不同解支的参数，把原边值问题转
化成了一个含参变量的非线性边值问题. 为了求解含参变量的边值问题，分别
对控制方程与边界条件构造了相应的同伦，并推导出各自的高阶形变方程. 借
助于一阶形变方程，可以通过非线性代数解的情况来定性地判断非线性微分方

程解的个数；通过小波同伦分析方法的求解可以获得一维 Bratu方程所有的解
支.

该多解问题的计算结果说明：在小波同伦分析方法中，通过构造含参变量

边值问题的方法不仅可以有效地寻找多解；而且在求解过程中，小波同伦分析

方法表现出较好的收敛性. 这表明小波同伦分析方法在非线性多解问题的求解
中具有很大的潜力.
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第五章 解非线性偏微分方程的小波同伦分析方法

本章主要以二维 Bratu方程 [127–129]为模型，介绍求解偏微分方程的小
波同伦分析方法 (wavelet homotopy analysis method, wHAM)的基本思想与算法
步骤，针对高阶形变方程右端项中偏导数的计算问题，提出基于截面曲线的快

速算法，并通过计算结果进一步展示小波同伦分析方法的优势和潜力.

5.1 小波同伦分析方法的基本思想

小波同伦分析方法在非线性偏微分方程边值问题中的求解思想与基本的算

法步骤和求解非线性常微分方程边值问题基本类似. 其主要差异在于：

(1) 在偏微分方程中，高维多分辨分析由一维多分辨空间的张量积来构造，
这在第二章中已进行过说明；

(2) 在右端项的偏导数计算中，为了能更快速、更精确地进行计算求解，本
论文不再采用第二章中给出的 (2–30)式进行计算，而是提出一种基于截
面曲线的快速算法.

下面，以二维 Bratu方程为示范模型，对求解非线性偏微分方程的小波同
伦分析方法的基本思想与算法步骤进行介绍.

5.1.1 问题描述

二维 Bratu方程 [127–129]为：

∂2u(x, y)

∂x2
+
∂2u(x, y)

∂y2
+ λeu(x,y) = 0, 0 < x, y < 1, (5–1)

相应的边界条件为：

u(0, y) = u(1, y) = u(x, 0) = u(x, 1) = 0, (5–2)

其中 λ是一个大于 0的参数，即 Frank-Kamenetskii参数 [122].

根据文献 [122, 127, 129]，二维 Bratu方程解的存在情况如下：
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(1) 当 0 < λ < λc时，存在上下两支解；

(2) 当 λ = λc时，存在唯一解；

(3) 当 λ > λc时，无解；

其中，λ的临界值 λc ≈ 6.808124423. 为了简便，本章仅讨论二维 Bratu方程在
0 < λ < λc时较为稳定的下支解.

同第三章的做法一样，引入变换：

V (x, y) = exp
[
−1

2
u(x, y)

]
, (5–3)

则原方程 (5–1)转换为：

V (x, y)∇2V (x, y)−∇V (x, y) · ∇V (x, y)− λ

2
= 0, (5–4)

相应的边界条件为：

V (0, y) = V (1, y) = V (x, 0) = V (x, 1) = 1, (5–5)

其中∇和∇2分别为梯度算子和 Laplace算子.

5.1.2 基本同伦的构造

首先，根据方程 (5–4)，定义如下的非线性算子：

N [ϕ(x, y; q)] = ϕ(x, y; q)∇2ϕ(x, y; q)−∇ϕ(x, y; q) · ∇ϕ(x, y; q)− λ

2
. (5–6)

并设 V0(x, y)为一个初始猜测解，L 为辅助线性算子，c0为控制收敛参数，则

通过同伦参数 q ∈ [0, 1]可建立如下的零阶形变方程：

(1− q)L [ϕ(x, y; q)− V0(x, y)] = c0qN [ϕ(x, y; q)] , (5–7)

相应的边界条件为：

ϕ(0, y; q) = ϕ(1, y; q) = ϕ(x, 0; q) = ϕ(x, 1; q) = 1. (5–8)
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显然，上述零阶形变方程 (5–7) 和边界条件 (5–8) 建立了从初始猜测解
V0(x, y) 到精确解 V (x, y) 之间的一个同伦. 将 ϕ(x, y; q) 展开为同伦参数 q 的

Maclaurin级数：

ϕ(x, y; q) = V0(x, y) +
+∞∑
k=1

Vk(x, y)q
k, (5–9)

其中，

Vk(x, y) = Dk[ϕ(x, y; q)] =
1

k!

∂kϕ(x, y; q)

∂qk

∣∣∣∣∣
q=0

, (5–10)

则根据 ϕ(x, y; 1) = V (x, y)得：

V (x, y) = V0(x, y) +
+∞∑
k=1

Vk(x, y), (5–11)

相应的m阶逼近为：

Ṽm(x, y) = V0(x, y) +
m∑
k=1

Vk(x, y). (5–12)

在零阶形变方程 (5–7)及边界条件 (5–8)两端分别作用 m阶同伦求导算子

可得m阶形变方程：

L [Vm(x, y)− χmVm−1(x, y)] = c0Rm(x, y) (5–13)

及边界条件：

Vm(0, y) = Vm(1, y) = Vm(x, 0) = Vm(x, 1) = 0, (5–14)

其中 χm的定义与第三章 (3–18)式相同，右端项 Rm(x, y)为：

Rm(x, y) = Dm−1{N [ϕ(x, y; q)]}

=
m−1∑
s=0

Vs(x, y)∇2Vm−1−s(x, y)

−
m−1∑
s=0

∇Vs(x, y) · ∇Vm−1−s(x, y)−
λ

2
(1− χm). (5–15)

根据第三章提出的边界适应原则，选择初始猜测解为：

V0(x, y) = 1, (5–16)
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它满足边界条件 (5–5).

辅助线性算子的选取遵从第三章提出的解存在原则和阶数匹配原则. 由于
控制方程 (5–4)为二阶偏微分方程，且关于自变量 x和 y 具有对称性，故考虑

Laplace算子：
L [ϕ(x, y; q)] = ∇2ϕ(x, y; q). (5–17)

显然，根据偏微分方程的相关理论，在边界条件 (5–14)下，Laplace算子能始
终保证高阶形变方程 (5–13)的解存在. 关于更一般形式的辅助线性算子，下文
中还会做进一步讨论.

需要指出的是：虽然该辅助线性算子比较简单，但在传统同伦分析方法的

框架下并不容易进行计算，因为拉普拉斯方程在区域 [0, 1]2 上通解的形式极其

复杂，具体为 [41, 130]：

V (x, y) =
+∞∑
k=0

[Ck,1 sinh(αkx) + Ck,2 cosh(αkx)][Ck,3 sin(αky) + Ck,4 cos(αky)]

+
+∞∑
k=0

[Ck,5 sinh(βky) + Ck,6 cosh(βky)][Ck,7 sin(βkx) + Ck,8 cos(βkx)],

(5–18)
其中系数 α, β 和 Ck,i (i = 1, 2, ...8)由边界条件确定. 显然，若选择该算子，则
在传统同伦分析方法的框架内是很难同时满足边界条件和解表达原则的. 而在
小波同伦分析方法的框架内，则不存在这样的问题. 毫无疑问，这是小波同伦
分析方法的一大优势.

那么，如何保证解的收敛性呢？首先，如第三章所述，小波同伦分析方法

对不同的线性算子具有很强的适应性，故在小波同伦分析方法的框架内，选取

合适的辅助线性算子比传统同伦分析方法要更为简单. 另一方面，控制收敛参
数 c0 提供了一个便捷的方法来控制解的收敛. 本节进一步给出选取控制收敛参
数 c0 的一些便捷方法. 一般而言，若辅助线性算子 L 的最高阶项的系数与非

线性算子N 相同，则 c0 的有效区间是 [−1, 0). 而在具体的选取中，传统同伦
分析方法所提供的最优控制收敛参数 (optimal c0) [41]的选取方法，如有必要也
可以在小波同伦分析方法中进行类似推广. 而在实际应用中，则可以采用二分
法等更加简单的方法快速取得能保证解收敛的 c0. 一般来说，解的收敛性对 c0

的选取并不是非常敏感，故选取一个可接受的控制收敛参数并不困难. 关于这
个问题，下文还会结合计算结果做进一步的分析.
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5.1.3 小波同伦基本方程

利用第二章介绍的小波逼近 (2–29)并考虑到边界条件 (5–14)，则 Vm(x, y)

及右端项 Rm(x, y)可分别展开为：

Vm(x, y) ≈ P jVm(x, y) =
2j−1∑
k=1

2j−1∑
l=1

V

(
k

2j
,
l

2j

)
φj,k(x)φj,l(y), (5–19)

Rm(x, y) ≈ P jRm(x, y) =
2j∑
k=0

2j∑
l=0

Rm

(
k

2j
,
l

2j

)
φj,k(x)φj,l(y), (5–20)

其中，

Rm(
k

2j
,
l

2j
) =

m−1∑
s=0

Vs

(
k

2j
,
l

2j

)
∇2Vm−1−s

(
k

2j
,
l

2j

)

−
m−1∑
s=0

∇Vs
(
k

2j
,
l

2j

)
· ∇Vm−1−s

(
k

2j
,
l

2j

)
− λ

2
(1− χm). (5–21)

将 (5–19)和 (5–20)代入m阶形变方程 (5–13)中，可得：
2j−1∑
k=1

2j−1∑
l=1

[
Vm

(
k

2j
,
l

2j

)
− χmVm−1

(
k

2j
,
l

2j

)]
L [φj,k(x)φj,l(y)]

= c0

2j∑
k=0

2j∑
l=0

Rm

(
k

2j
,
l

2j

)
φj,k(x)φj,l(y).

(5–22)

注意到与传统同伦分析方法不同的是：由于 m阶形变方程的边界条件 (5–14)
已经嵌入到了 (5–19)中，故此方程不需要额外添加边界条件了.

为了求解方程 (5–22)，以 φj,k(x)φj,l(y) (k, l = 1, 2, · · · , 2j − 1)为权函数分

别乘在其左右两端，并在 [0, 1]2区域上积分，得m阶小波伽辽金形变方程：

AT rvec (Vm − χmVm−1) = c0 BT rvec (Rm) , (5–23)

其中 rvec(·)为按行拉直算子，Vm 和 Vm−1 均为 (2j − 1)× (2j − 1)矩阵，分别

定义如下： 
Vm =

{
vk,l = Vm

(
k

2j
,
l

2j

)}k, l=2j−1

k, l=1

,

Vm−1 =

{
vk,l = Vm−1

(
k

2j
,
l

2j

)}k, l=2j−1

k, l=1

,

(5–24)

— 59 —



求解非线性边值问题的小波同伦分析方法及其应用 上海交通大学硕士学位论文

Rm为 (2j + 1)× (2j + 1)矩阵，并由下式定义：

Rm =

{
rk,l = Rm

(
k

2j
,
l

2j

)}k, l=2j

k, l=0

. (5–25)

此外，系数矩阵 A由辅助线性算子确定，系数矩阵 B为常矩阵，它们分别为：

A = A0 ⊗ A2 + A2 ⊗ A0 (5–26)

和

B = B0 ⊗ B0, (5–27)

其中 ⊗ 表示 Kronecker 张量积，A0, A2 均为 (2j − 1) × (2j − 1) 矩阵，B0 为

(2j + 1)× (2j − 1)矩阵，即：
A0 =

{
ak,l = Γj,0

k,l

}k, l=2j−1

k, l=1

A2 =
{
ak,l = Γj,2

k,l

}k, l=2j−1

k, l=1

B0 =
{
bk,l = Γj,0

k,l

}k=2j , l=2j−1

k=0, l=1
,

(5–28)

其中 Γj,n
k,l 为第二章 (2–32)式所定义的连接系数.

通过求解 m阶小波伽辽金形变方程 (5–23) (m = 1, 2, 3, · · · )，并将计算结
果代回 (5–12)，可得到原方程的高阶近似小波同伦解.

5.1.4 偏导数的快速算法

在m阶形变方程右端项的计算过程中，需要求 Vs(x, y) (s = 1, 2, ...,m− 1)
对变量 x和 y 的一阶偏导和二阶偏导. 关于偏导数的计算，实际上第二章给出
的小波逼近 (2–30)已经提供了一般的算法.

然而，通过进一步的分析不难发现：小波逼近 (2–30)所给出的算法并不是
一个好的选择. 一方面，该表达式包含项数太多，这会导致算法复杂度的增加.
另一方面，广义 Coiflet小波衰减非常迅速，这势必导致 (2–30)式中存在很多
小量. 从科学计算角度来讲，过多小量的求和会导致有效位损失，精度下降. 因
此，不管从精度和效率上来说，(2–30)式给出的小波逼近都不是一个好的选择.

为了解决这个问题，本论文提出基于截面曲线的快速算法. 为了说明算法
的基本思想，定义空间 V2

j 上的偏投影算子 P j
x 和 P j

y 如下：

Vs(x, y) ≈ P j
xVs(x, y) =

2j∑
k=0

Vs

(
k

2j
, y

)
φj,k(x), (5–29)
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Vs(x, y) ≈ P j
yVs(x, y) =

2j∑
l=0

Vs

(
x,

l

2j

)
φj,l(y). (5–30)

从几何意义上来讲，函数 z = Vs(x, y)代表了三维空间里的一张曲面，而

一阶偏导数 ∂Vs(x,y)
∂x

和 ∂Vs(x,y)
∂y

分别表示不同方向截面曲线的斜率；更进一步地，

高阶偏导数也代表着某一族截面曲线的几何属性. 因此，在计算偏导数过程中
不必采用整张曲面的小波逼近，而直接对截面曲线逼近即可. 分别对 (5–29)和
(5–30)求 n阶导数，可求得 ∂nVs(x,y)

∂xn 和 ∂nVs(x,y)
∂yn

，即：

∂nVs(x, y)

∂xn
≈ ∂nP j

xVs(x, y)

∂xn
=

2j∑
k=0

Vs

(
k

2j
, y

)
dnφj,k(x)

dxn
, (5–31)

∂nVs(x, y)

∂yn
≈
∂nP j

yVs(x, y)

∂yn
=

2j∑
l=0

Vs

(
x,

l

2j

)
dnφj,l(y)

dyn
. (5–32)

表 5–1给出了不同分辨率水平下常规算法与本论文提出的快速算法的求和
项数对比. 显然，新的快速算法比原来的常规算法要高效得多.

表 5–1求偏导数的常规算法与快速算法在不同分辨率水平下的求和项数对比.
Table 5–1 Comparison on the number of terms between the general algorithm and the fast algorithm
for the approximation of partial derivatives at different resolution level.

分辨率水平
项数

常规算法 快速算法

j = 3 81 9
j = 4 289 17
j = 5 1089 33
j = 6 4225 65

根据第二章的引理 2.1，新算法的误差估计如下：∥∥∥∥∂nf(x, y)∂xn
− ∂nP j

xf(x, y)

∂xn

∥∥∥∥
L2

≤ C2−j(N−n), (5–33)

其中 C 是一个仅依赖于函数 f(x, y)和低通滤波系数 pk 的非负常数，N 为消失

矩数，且 0 ≤ n < N . 若 n = 0，则 (5–33)给出了小波逼近 (5–29)的误差估计.
关于变量 y的偏导数的误差估计也可同理得到.
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从误差估计来看，常规算法和快速算法在误差上处于同一量级，但实际上

由于常规算法涉及较多的小量求和，故从数值上来说，快速算法在精度上也要

高于常规算法. 另外，该算法可以很容易地推广到更高维的问题，而算法复杂
度不会增加.

5.2 结果分析

为了便于对比，以下所有结果均在同一台计算机上计算得到，计算机的相

关配置为：DELL Inspiron 3847, Intel(R) Core (TM) i5-4460 CPU@ 3.20GHz.

5.2.1 收敛性分析

在小波同伦分析方法中，可以通过调节控制收敛参数 c0 来保证解的收敛.
不失一般性，这里 Frank-Kamenetskii参数 λ = 1为例进行分析. 为了保证收敛，
下面的计算中均取 c0 = −0.4.

表 5–2不同 Frank-Kamenetskii参数 λ下，由加权残数法 (WRM)、传统同伦分析方法 (HAM)
、小波同伦分析方法 (wHAM) (j = 5, c0 = −0.4) 及小波同伦迭代技术 ( i.wHAM) (j =

5, c0 = −0.4)得到的解的最大值对比.
Table 5–2 The maximum values of the solutions by the WRM, the normal HAM, the wHAM
(j = 5, c0 = −0.4) and the iterative wHAM (j = 5, c0 = −0.4) for different values of Frank-
Kamenetskii parameter λ.

λ
umax

WRM [128] HAM [41] wHAM i.wHAM
1.0 0.07795 0.07810 0.07810 0.07810
2.0 0.16659 0.16689 0.16690 0.16690
3.0 0.26985 0.27036 0.27037 0.27037
4.0 0.39453 0.39552 0.39554 0.39554
5.0 0.55439 0.55696 0.55697 0.55697
6.0 0.78711 0.79711 0.79710 0.79710

图 5–1给出了分辨率水平 j = 5时 y = 1/2处 1阶、5阶、10阶、20阶及
50阶小波同伦解的截面曲线. 由图可知：随着阶数的增加，小波同伦解迅速收
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图 5–1 Frank-Kamenetskii参数 λ = 1，分辨率水平 j = 5，控制收敛参数 c0 = −0.4时，不
同阶数小波同伦解对应的截面曲线.
Fig. 5–1 Section curves at the different orders of approximation, given by the wHAM with the
resolution level j = 5 and the convergence-control parameter c0 = −0.4. dotted line: m = 1;
dash-dotted line: m = 5; dashed line: m = 10; square symbols: m = 20; solid line: m = 50.

敛. 特别地，20阶的小波同伦解已经和 50阶的解完全重合.

为了进一步的分析，定义残差为：

ResErrm =
1

(2j + 1)2

2j∑
k=0

2j∑
l=0

[
ũm

(
k

2j
,
l

2j

)
− ũm−1

(
k

2j
,
l

2j

)]2
, (5–34)

其中 ũm(x, y)和 ũm−1(x, y)分别为 m阶及 (m − 1)阶小波同伦解. 从残差曲线
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图 5–2 Frank-Kamenetskii参数 λ = 1，分辨率水平 j = 5，控制收敛参数 c0 = −0.4时，残
差随阶数m的变化.
Fig. 5–2 Residual error of the solution versus the approximation order m in case of λ = 1 at the
resolution level j = 5 by means of the convergence-control parameter c0 = −0.4.

图 5–2可以看出：随着阶数的增加，残差迅速下降. 这说明小波同伦分析方法
具有较好的收敛性.

通过求解，可获得不同 Frank-Kamenetskii 参数下的小波逼近. 表 5–2 给
出了不同 λ 下，由加权残数法 (WRM) [128]、传统同伦分析方法 (HAM)
[41]、小波同伦分析方法 (wHAM) (j = 5, c0 = −0.4) 及小波同伦迭代技术
( i.wHAM) (j = 5, c0 = −0.4)得到的解的最大值 umax = u(1/2, 1/2)的对比. 显
然，由小波同伦分析方法 (wHAM)及小波同伦迭代技术 (i.wHAM)得到的解与
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其他两种方法得到的解吻合得非常好.

5.2.2 计算效率分析

廖世俊 [41]曾用传统同伦分析方法，以幂函数为基函数，以L [ϕ(x, y; q)] =
c1
xy

∂2ϕ(x,y;q)
∂x∂y

+ c2
∂4ϕ(x,y;q)
∂x2∂y2

为辅助线性算子 (经优化后取 c1 = 0)对二维 Bratu方程
进行过求解，下面将小波同伦分析方法与传统同伦分析方法的求解效率进行对

比.

与一维情形不一样，二维 Bratu方程没有精确解析解. 为了将传统同伦分析
方法、小波同伦分析方法及小波同伦迭代技术进行对比，本论文选取分辨率水

平 j = 6时的 120阶小波同伦解作为参照 (记为 uref (x, y))，定义如下的均方误
差：

ErrSQm =
1

(2j + 1)2

2j∑
k=0

2j∑
l=0

[
ũm

(
k

2j
,
l

2j

)
− uref

(
k

2j
,
l

2j

)]2
, (5–35)

其中 ũm(x, y)为 m阶逼近，j 为小波的分辨率水平 (在传统同伦分析方法中仅
作为求和项数的参数).

表 5–3 分别给出了由传统同伦分析方法 (HAM)、小波同伦分析方法
(wHAM) 及小波同伦迭代技术 (i.wHAM) 求解得到的 50 阶逼近的最大值
umax = u(1/2, 1/2) 、均方误差 ErrSQ50 及对应的 CPU 耗时. 显然，小波同
伦分析方法及小波同伦迭代技术的 CPU耗时要比传统同伦分析方法要少得多.
当分辨率水平 j ≤ 5时，采用小波同伦分析方法及小波同伦迭代技术获得 50
阶逼近仅需要不到 2秒的 CPU耗时；分辨率水平 j = 6时也仅需大约 40秒的
CPU耗时. 然而，传统同伦分析方法则需要 1950秒，为小波同伦分析方法的数
十倍. 另外，当分辨率水平 j ≥ 5时，50阶小波同伦解的精度要高于传统同伦
分析方法. 由此可见：相对于传统同伦分析方法，小波同伦分析方法不仅在求
解效率上占据绝对优势，在求解精度上也要略胜一筹. 此外，小波同伦迭代技
术 (i.wHAM)可显著加速收敛，如图 5–3所示.

5.2.3 辅助线性算子的影响分析

为了进一步揭示辅助线性算子的选取对解的收敛情况的影响，这里进一步

考虑更一般形式的辅助线性算子. 考虑到方程 (5–4)为二阶非线性偏微分方程，
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表 5–3 Frank-Kamenetskii参数 λ = 1时，由传统同伦分析方法 (HAM) (c0 = −1, c1 = 0, c2 =

−1/2)、小波同伦分析方法 (wHAM) (c0 = −0.4)和小波同伦迭代技术 (i.wHAM) (c0 = −0.4)
得到的 50阶逼近对应的函数最大值 umax、均方误差 ErrSQ50以及 CPU耗时.
Table 5–3 The 50th-order approximation of umax, the corresponding averaged square error and the
used CPU time in case of λ = 1 by the normal HAM (c0 = −1, c1 = 0, c2 = −1/2), the wHAM
(c0 = −0.4) and the iterative wHAM (c0 = −0.4).

j umax ErrSQ50 CPU time/sec
HAM − 0.07810 1.27× 10−10 1950.0
wHAM 4 0.07815 2.33× 10−09 0.56
wHAM 5 0.07810 2.50× 10−11 1.78
wHAM 6 0.07810 1.00× 10−18 42.56
i.wHAM 4 0.07815 2.33× 10−09 0.47
i.wHAM 5 0.07810 2.50× 10−11 1.71
i.wHAM 6 0.07810 1.54× 10−23 39.15

表 5–4 Frank-Kamenetskii参数 λ = 1，分辨率水平 j = 5，控制收敛参数 c0 = −0.4时，采
用不同辅助线性算子得到的 50阶小波同伦解的均方误差及所对应的 CPU耗时.
Table 5–4 The averaged square error and used CPU time for 50th-order approximation given by
means of the wHAM with different auxiliary linear operators in case of λ = 1, c0 = −0.4 and
j = 5.

κ1 κ0 Err50 CPU time/sec
0 0 2.50× 10−11 1.78
0 1 2.50× 10−11 1.89
0 5 2.50× 10−11 1.88
1 0 2.50× 10−11 1.95
5 0 2.51× 10−11 1.96
1 1 2.50× 10−11 2.02
5 5 2.47× 10−11 2.02
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图 5–3 Frank-Kamenetskii参数 λ = 1时，由传统同伦分析方法 (HAM) (c0 = −1, c1 = 0, c2 =

−1/2)、小波同伦分析方法 (wHAM) (c0 = −0.4)和小波同伦迭代技术 (i.wHAM) (c0 = −0.4)
得到的解的均方误差随阶数或迭代次数的变化.
Fig. 5–3 The averaged square error versus the approximation order or the iteration time in the case
of λ = 1 by means of the normal HAM (c0 = −1, c1 = 0, c2 = −1/2), the wHAM (c0 = −0.4)
an iterative wHAM (c0 = −0.4) at the different resolution levels. Solid line: HAM; dashed line:
wHAM with j = 4; dash-dotted line: wHAM with j = 5; dash-dot-dotted line: wHAM with
j = 6; line with square symbols: iterative wHAM with j = 4; line with circle symbols: iterative
wHAM with j = 5; line with delta symbols: iterative wHAM with j = 6.

并且方程本身关于变量 x和 y 具有对称性，故选择一般形式的二阶线性算子
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为：

L [ϕ(x, y; q)] =
∂2ϕ(x, y; q)

∂x2
+
∂2ϕ(x, y; q)

∂y2

+ κ1

[
∂ϕ(x, y; q)

∂x
+
∂ϕ(x, y; q)

∂y

]
+ κ0ϕ(x, y; q), (5–36)

其中 κ0和 κ1均为常数，不同的 κ0和 κ1对应着不同的辅助线性算子.

对 λ = 1的情形，统一采用分辨率水平 j = 5、控制收敛参数 c0 = −0.4进

行求解. 采用不同辅助线性算子 (κ0 ∈ [0, 5]，κ1 ∈ [0, 5] )得到的 50阶小波同
伦解的均方误差及对应的 CPU耗时如表 5–4所示. 有趣的是，尽管采用了不同
的辅助线性算子，但小波同伦解的均方误差及 CPU耗时都几乎不受影响. 实际
上，与其他的解析近似方法，比如摄动法相比，传统的小波同伦分析方法已经

提供了很大的选取辅助线性算子之自由. 然而，正如表 5–4所示，在小波同伦
分析方法的框架下，辅助线性算子选取之自由得到了极大的扩展. 因此，对于
给定的非线性偏微分方程，在小波同伦分析方法的框架下选择一个合适的线性

算子将变得更加容易. 这正是小波同伦分析方法优势与潜力之所在.

5.2.4 控制收敛参数影响分析

控制收敛参数 c0 在同伦分析方法中具有重要意义 [41, 55]. 为了进一步
说明该参数在小波同伦分析方法中对解的收敛情况的影响，本节针对 Frank-
Kamenetskii 参数 λ = 1，分辨率水平 j = 5，线性算子为 Laplace 算子，即
κ0 = κ1 = 0的情形，采用不同的控制收敛参数 c0 对二维 Bratu方程进行了求
解. 通过求解得到的 50阶小波同伦解的均方误差 ErrSQ50 及对应的 CPU耗时
如表 5–5所示. 从表中可以看出：当 c0 ∈ [−0.4,−0.2]时，50阶小波同伦解的均
方误差和 CPU耗时都几乎相同；而当 c0 ∈ (−0.2, 0)时，同样可以求得收敛的

小波同伦解，只不过收敛速度要慢一些. 由此可见：在小波同伦分析方法中，
计算效率对控制收敛参数 c0 的选取并不是很敏感. 因此，在小波同伦分析方法
中，选取一个适当的控制收敛参数并不困难.

5.3 本章小结

本章主要以二维 Bratu方程为示范模型，介绍了求解非线性偏微分方程边
值问题的小波同伦分析方法的基本思想与算法步骤，并针对右端项的计算，提
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表 5–5 Frank-Kamenetskii参数 λ = 1，分辨率水平 j = 5，辅助线性算子参数 κ0 = κ1 = 0

时，采用不同控制收敛参数得到的 50阶小波同伦解的均方误差及所对应的 CPU耗时.
Table 5–5 The averaged square error and used CPU time for 50th-order approximation given by
means of the wHAM using different convergence-control parameters in case of λ = 1, κ0 = κ1 = 0

and j = 5.

c0 Err50 CPU time/sec
-0.10 1.89× 10−07 1.77
-0.15 2.30× 10−09 1.78
-0.20 2.96× 10−11 1.79
-0.25 2.18× 10−11 1.79
-0.30 2.46× 10−11 1.78
-0.35 2.50× 10−11 1.77
-0.40 2.50× 10−11 1.78

出了求偏导数的快速小波算法. 在此基础上，通过计算结果的对比和讨论，分
析了小波同伦分析方法的主要优势.

小波同伦分析方法不仅继承了传统同伦分析方法最重要的优势，同时也表

现出许多新的亮点，它们主要是：

(1) 通过调节控制收敛参数，可以保证解的收敛，而且在小波同伦分析方法
中，由于解的收敛速度及计算效率对控制收敛参数的选取不敏感，故很

容易选取适当的控制收敛参数求得原非线性边值问题的解；

(2) 相对于传统的同伦分析方法，小波同伦分析方法不仅大大扩展了辅助线
性算子选取之自由，而且由于解的收敛性与计算效率对辅助线性算子的

选取并不敏感，故在小波同伦分析方法中选择一个适当的辅助线性算子

变得更加容易，这在很大程度上保证了小波同伦分析方法对复杂问题的

适用性以及在具体应用中的便捷性；

(3) 在偏微分方程的求解中，小波同伦分析方法在求解效率上相对于传统的
同伦分析方法表现出绝对的优势；

(4) 小波同伦迭代技术可以显著加速解的收敛.
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此外，本章所介绍的求解思想和方法均可直接推广到更高维度的非线性边

值问题的求解. 毫无疑问，小波同伦分析方法在更加复杂的科学与工程非线性
问题中具有广阔的应用前景和巨大的发展潜力.
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第六章 非齐次边界条件的小波处理方法

在微分方程边值问题的求解中，常常伴随非齐次边界条件的处理. 而能否
正确处理这些非齐次边界条件，则往往能够决定方法的有效性. 对于线性微分
方程，往往比较容易通过简单的变换将边界条件齐次化；而对于非线性微分方

程而言，由于线性叠加原理不再成立，故齐次化变得非常困难，退一步来讲，

就算能够找到某个变换使之齐次化，也往往会使控制方程的形式变得更加复杂.
那么，对于广义 Coiflet小波来说，能否直接处理一般形式的非齐次边界条件
呢？

广义 Coiflet小波具有光滑性、紧支性、正交性和拟插值性，这为边界条件
的处理带来许多好处. 在过去的研究与应用中，王记增等 [29, 112, 114, 115, 120]
提出和发展了一种类似于 Taylor展开的边界延拓法 (详见第二章)，并使用该方
法求解了大量的微分方程. 然而，在过去的文献中，该方法仅处理了一部分简
单的齐次边界条件和第一类非齐次边界条件 (即 Dirichlet边界条件)的情形，对
于一般的非齐次边界条件问题，并未给出一般的解决方案.

为此，本章在王记增等人的基础上，经过进一步的推广，给出了一套利用

广义 Coiflet小波处理非齐次边界条件的一般方法. 这套方法的提出，不仅极大
地扩展了小波同伦分析方法的适用范围，为其带来新的发展契机，同时利于普

通小波方法的推广和应用.

6.1 三类常见的边界条件

科学与工程中最常遇到的边界条件有三大类：Dirichlet边界条件 (Dirichlet
boundary condition)、Neumann边界条件 (Neumann boundary condition)和 Robin
边界条件 (Robin boundary condition). 它们虽然都是线性边界条件，但在很多领
域都极具代表性.可以说，这三类边界条件代表了大部分的物理问题. 若用 Ω表

示某个物理问题的求解区域 (或区间)，∂Ω表示求解区域 (或区间)的边界，u(x)
表示待求解的函数，则三类边界条件可描述如下：

第一类边界条件，即 Dirichlet边界条件，是指在求解区域的边界 ∂Ω上，
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给定函数 u(x)的值，即：
u
∣∣∣
∂Ω

= µ (∂Ω) , (6–1)

其中 µ为给定的已知函数或数值. Dirichlet边界条件具有广泛的物理意义，例
如：在弹性力学梁理论及板壳理论中，Dirichlet边界表示梁 (或者板)在边界上
的位置被固定；热力学中，表示在边界上具有恒定的温度；静电学中，表示某

个结点上具有固定的电压；粘性流体力学中，无滑移边界条件表示在固体表面

上流体与固体具有相同的运动速度等等.

第二类边界条件，即 Neumann边界条件，是指在求解区域的边界 ∂Ω上，

给定函数 u(x)的法向导数值，即：

∂u

∂n

∣∣∣∣∣
∂Ω

= ν (∂Ω) , (6–2)

其中 ν 为给定的已知函数或数值. 它可在力学中表示给定的运动速度，热力学
中表示确定的热流量等.

第三类边界条件，即 Robin边界条件，是指在求解区域的边界 ∂Ω上，给

定函数 u(x)本身及其法向导数线性组合的值，即：[
∂u

∂n + σu

] ∣∣∣∣∣
∂Ω

= ν (∂Ω) , (6–3)

其中 σ 为已知的非零常数，ν 为给定的已知函数或数值. 它可在弹性力学中表
示表示弹性支承，热力学中表示自由热交换等.

6.2 非齐次边界条件的小波处理方法

为了对一般的非齐次线性边界条件进行直接的处理，与第二章类似，对任

意的函数 f(x) ∈ C[0, 1]，采用如下的边界延拓：

f̃(x) =



3∑
i=0

d0,i
i!
xi, x ∈ (−δ, 0)

f(x), x ∈ [0, 1]

3∑
i=0

d1,i
i!

(x− 1)i, x ∈ (1, δ)

(6–4)
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由于边界延拓 (6–4)是从 Taylor发展而来，故系数 d0,i和 d1,i实际上分别代表了

函数 f(x)在 x = 0和 x = 1处的导数. 基于此，可直接逼近三类线性非齐次边
界条件.

为了适应不同类型的非齐次边界条件，将 d0,i和 d1,i表示如下：
d0,i =

3∑
k=0

p0,i,kfj,k + α0,i,

d1,i =
3∑

k=0

p1,i,kfj,2j−k + α1,i.

(6–5)

其中，p0,i,k, α0,i, p1,i,k 和 α1,i的取法如下：

(1) 若给出的边界条件与导数无关，则令 α0,i = 0，α1,i = 0，p0,i,k 和 p1,i,k 表

示半边差分系数，由第二章给出的矩阵 (2–20)通过关系 P0 = {2−ijp0,i,k}
和 P1 = {2−ijp1,i,k}得到.

(2) 若给出的边界条件与 x = 0或 x = 1处的第 i阶导数相关，则令 p0,i,k = 0

或 p1,i,k = 0，k = 0, 1, 2, 3，并把 α0,i或 α1,i取为相关导数的表达式.

将 (6–5)代入 (6–4)，得：

f̃(x) =



3∑
k=0

[
fj,kT0,k(x) +

α0,k

k!
xk
]
, x ∈ (−δ, 0)

f(x), x ∈ [0, 1]

3∑
k=0

[
fj,2j−kT1,k(x) +

α1,k

k!
(x− 1)k

]
, x ∈ (1, δ)

(6–6)

其中， 
T0,k(x) =

3∑
i=0

p0,i,k
i!

xi,

T1,k(x) =
3∑

i=0

p1,i,k
i!

(x− 1)i.

(6–7)

基于上述延拓及下面的广义 Coiflet小波逼近：

f(x) ≈
2j−1+M1∑

k=2−3N+M1

f̃

(
M1 + k

2j

)
φ(2jx− k), x ∈ [0, 1], (6–8)
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可得三种线性非齐次边界条件的处理方法，其中，φ(x)为广义 Coiflet小波的
尺度函数，M1 为尺度函数的一阶矩，N 为消失矩数，j 为分辨率水平. 下面，
以一维形式为例，介绍三类非齐次边界条件的一般性处理方法，而高维边值问

题以及混合边值问题的处理可直接推广.

6.2.1 Dirichlet边界条件

Dirichlet边界条件的处理方法，王记增等 [112, 115]已经给出，并且在前
面的章节中也已经得到成功应用，这里仅做归纳.

一维 Dirichlet边界条件一般形式为：

u(x)
∣∣∣
x=0

= µ0, u(x)
∣∣∣
x=1

= µ1, (6–9)

其中 µ0和 µ1均为常数.

该类边值问题的处理十分简单，只需把 µ0 和 µ1 直接代入第二章给出的小

波逼近 (2–25)中即可，即：

u(x) ≈ P ju(x) =
2j−1∑
k=1

u

(
k

2j

)
φj,k(x) + µ0φj,0(x) + µ1φj,2j(x), (6–10)

其中，φj,k 为第二章 (2–23)式定义的基函数. 相应的导数逼近为：

dnu(x)

dxn
≈ dnP ju(x)

dxn
=

2j−1∑
k=1

f

(
k

2j

)
dnφj,k(x)

dxn
+ µ0

dnφj,0(x)

dxn
+ µ1

dnφj,2j(x)

dxn
.

(6–11)

6.2.2 Neumann边界条件

一维 Neumann边界条件的一般形式如下：

du(x)
dx

∣∣∣∣∣
x=0

= ν0,
du(x)

dx

∣∣∣∣∣
x=1

= ν1. (6–12)

根据本章给出的边界延拓方法，Neumann边界条件的处理分两步进行.

第一步，将基函数 φj,k(x)修正为：

hj,k(x) = φj,k(x)
∣∣∣
p0,1,k→0, p1,1,k→0

. (6–13)

— 74 —



上海交通大学硕士学位论文 第六章 非齐次边界条件的小波处理方法

第二步，将相关导数按照延拓方法嵌入小波逼近 (6–8)，得：

u(x) ≈
2j∑
k=0

u

(
k

2j

)
hj,k(x) +

−1∑
i=2−3N+M1

ν0
i

2j
φ
(
2jx− i+M1

)
+

2j−1+M1∑
i=2j+1

ν1

(
i

2j
− 1

)
φ
(
2jx− i+M1

)
, (6–14)

其中，φj,k为第二章 (2–23)式定义的基函数，φ(x)为广义 Coiflet小波的尺度函
数，M1为尺度函数的一阶矩. 相应的导数逼近为：

dnu(x)

dxn
≈

2j∑
k=0

u

(
k

2j

)
dnhj,k(x)

dxn
+

−1∑
i=2−3N+M1

ν0
i

2j
dnφ (2jx− i+M1)

dxn

+

2j−1+M1∑
i=2j+1

ν1

(
i

2j
− 1

)
dnφ (2jx− i+M1)

dxn
. (6–15)

实际上，Neumann边界条件的处理方法可进一步推广到已知 m阶导数的

情形，即：

dmu(x)

dxm

∣∣∣∣∣
x=0

= ν0,
dmu(x)

dxm

∣∣∣∣∣
x=1

= ν1. (6–16)

此时，做如下修正即可：

第一步，将基函数 φj,k(x)修正为：

hj,k(x) = φj,k(x)
∣∣∣
p0,m,k→0, p1,m,k→0

. (6–17)

第二步，将相关导数按照延拓方法嵌入小波逼近 (6–8)，得：

u(x) ≈
2j∑
k=0

u

(
k

2j

)
hj,k(x) +

−1∑
i=2−3N+M1

ν0
1

m!

(
i

2j

)m

φ
(
2jx− i+M1

)
+

2j−1+M1∑
i=2j+1

ν1
1

m!

(
i

2j
− 1

)m

φ
(
2jx− i+M1

)
. (6–18)
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6.2.3 Robin边界条件

一维 Robin边界条件的一般形式如下：

[
du(x)

dx
+ σ0u(x)

] ∣∣∣∣∣
x=0

= ν0,[
du(x)

dx
+ σ1u(x)

] ∣∣∣∣∣
x=1

= ν1.

(6–19)

根据本章给出的边界延拓方法，Robin边界条件的处理分三步进行.

第一步，将函数 T0,k(x), T1,k(x)修正为：

T̃0,k =

T0,k(x)− σ0x, k = 0,

T0,k(x), k > 0,
(6–20)

和

T̃1,k =

T1,k(x)− σ1(x− 1), k = 0,

T1,k(x), k > 0.
(6–21)

第二步，将基函数 φj,k(x)修正为：

ωj,k(x) = φj,l(x)
∣∣∣
p0,1,k→0, p1,1,k→0, T0,k(x)→T̃0,k(x), T1,k(x)→T̃1,k(x)

. (6–22)

第三步，将相关导数的表达式按照延拓方法嵌入小波逼近 (6–8)，得：

u(x) ≈
2j∑
k=0

u

(
k

2j

)
ωj,k(x) +

−1∑
i=2−3N+M1

ν0
i

2j
φ
(
2jx− i+M1

)
+

2j−1+M1∑
i=2j+1

ν1

(
i

2j
− 1

)
φ
(
2jx− i+M1

)
, (6–23)

相应的导数逼近为：

dnu(x)

dxn
≈

2j∑
k=0

u

(
k

2j

)
dnωj,k(x)

dxn
+

−1∑
i=2−3N+M1

ν0
i

2j
dnφ (2jx− i+M1)

dxn

+

2j−1+M1∑
i=2j+1

ν1

(
i

2j
− 1

)
dnφ (2jx− i+M1)

dxn
. (6–24)
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6.2.4 混合边界条件

混合边界条件分为 3种情况：

(1) 在整个边界 ∂Ω上，同时满足多种边界条件. 这种情况多出现在高阶微分
方程的边值问题中.

(2) 整个边界 ∂Ω被划分为多段，即：∂Ω = ∂Ω1

∪
∂Ω2

∪
...
∪
∂Ωn，而在各部

分边界上，分别满足不同类型的边界条件. 这种情况多出现在高维边值问
题中.

(3) 以上两种情况的混合.

针对第 (1)种情况，只需同时做多个修正. 例如：在一维边值问题中，若同
时给出 Dirichlet边界条件和 Neumann边界条件，则采用以下逼近：

u(x) ≈
2j−1∑
k=1

u

(
k

2j

)
hj,k(x) + µ0hj,0(x) + µ1hj,2j(x)

+
−1∑

i=2−3N+M1

ν0
i

2j
φ
(
2jx− i+M1

)
+

2j−1+M1∑
i=2j+1

ν1

(
i

2j
− 1

)
φ
(
2jx− i+M1

)
. (6–25)

针对第 (2)种情况，只需在不同的边界上采用不同的修正即可. 例如：在一
维边值问题中，若左端给出 Dirichlet边界条件，右端给出 Robin边界条件，则
先将基函数修正为：

ω̃j,k(x) = φj,l(x)
∣∣∣
p1,1,k→0, T1,k(x)→T̃1,k(x)

, (6–26)

然后采用如下小波逼近：

u(x) ≈
2j∑
k=1

u

(
k

2j

)
ω̃j,k(x) + µ0ω̃j,0(x)

+

2j−1+M1∑
i=2j+1

ν1

(
i

2j
− 1

)
φ
(
2jx− i+M1

)
. (6–27)

第 (3)种情况和高维边值问题可类似推广.
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6.3 计算实例

小波同伦分析方法 (wHAM)总能把非线性微分方程转化为线性微分方程.
因此，只要能高精度、高效率地求解线性微分方程的边值问题，就可以用小波

同伦分析方法求解任意的非线性边值问题. 下面结合计算实例对本章给出的非
齐次边界条件处理方法之应用及有效性进行说明.

6.3.1 Dirichlet–Neumann混合边界条件实例

考虑如下的常微分方程：

d2u(x)

dx2
− 2π

du(x)
dx

+ 2π2u(x) = 0, 0 < x < 1 (6–28)

及 Dirichlet-Neumann混合边界条件：

u(x)
∣∣∣
x=0

= 0,
du(x)

dx

∣∣∣
x=1

= −1. (6–29)

其精确解为：

u(x) =
1

π
eπ(x−1) sinπx. (6–30)

根据给出的边界条件，基函数左端应按照 Dirichlet边界条件进行修正，右
端按照 Neumann边界条件修正，即：

h̃j,k(x) = φj,k(x)
∣∣∣
p1,1,k→0

, (6–31)

由此得到函数 u(x)的小波逼近：

u(x) ≈
2j∑
k=1

u

(
k

2j

)
h̃j,k(x) + µ0h̃j,0(x)

+

2j−1+M1∑
i=2j+1

ν1

(
i

2j
− 1

)
φ
(
2jx− i+M1

)
, (6–32)

其中，µ0 = 0，ν0 = −1.
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x

u(
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Exact solution

图 6–1分辨率水平 j = 4时，Dirichlet–Neumann混合边值问题 (6–28)和 (6–29)的小波解与
精确解之对比.
Fig. 6–1 Comparison of the wavelet solution at the resolution level j = 4 with the exact solution
for the Dirichlet–Neumann mixed boundary value problem (6–28) and (6–29). Solid line: exact
solution; square symbols: wavelet solution.

将小波逼近 (6–32)代入方程 (6–28)得：
2j∑
k=1

u

(
k

2j

)[
d2h̃j,k(x)

dx2
− 2π

dh̃j,k(x)
dx

+ 2π2h̃j,k(x)

]

−
2j−1+M1∑
k=2j+1

(
i

2j
− 1

)[
d2φ (ηj,k(x))

dx2
− 2π

dφ (ηj,k(x))

dx
+ 2π2φ (ηj,k(x))

]
= 0,

(6–33)
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其中，ηj,k(x) = 2jx− k +M1.

以 h̃j,l(x) (l = 1, 2, ..., 2j)为权函数，由小波伽辽金方法，得：

ATu = BTv1, (6–34)

其中， A = A2 − 2π A1 + 2π2 A0,

B = C2 − 2π C1 + 2π2 C0,
(6–35)


u =

{
uk = u

(
k

2j

)}k=2j

k=1

,

v1 =

{
vk =

(
k

2j
− 1

)}k=2j−1+M1

k=2j+1

.

(6–36)

矩阵 An和 Bn定义如下：
An =

{
akl =

∫ 1

0

dnh̃j,k(x)

dxn
h̃j,l(x)dx

}k, l=2j

k, l=1

,

Bn =

{
bkl =

∫ 1

0

dnφ (ηj,k(x))

dxn
h̃j,l(x)dx

}k=2j−1+M1, l=2j

k=2j+1, l=1

.

(6–37)

通过求解线性方程组 (6–34)，可得到 Dirichlet–Neumann 混合边值问题
(6–28)和 (6–29)的解.

表 6–1不同分辨率水平下，Dirichlet–Neumann混合边值问题 (6–28)和 (6–29)的小波解之
均方误差 ErrSQ与 CPU耗时.
Table 6–1 The averaged square error and the used CPU time of the wavelet solution at different
resolution levels for the Dirichlet–Neumann mixed boundary value problem (6–28) and (6–29).

j, resolution level ErrSQ CPU time (sec.)
3 3.62× 10−07 0.36
4 3.05× 10−09 0.43
5 1.70× 10−11 0.59
6 7.89× 10−14 1.01
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图 6–1 给出了分辨率水平 j = 4 时，Dirichlet–Neumann 混合边值问题
(6–28)和 (6–29)的小波解与精确解的对比，可见二者吻合得非常好. 这说明本
章给出的非齐次边界条件处理方法对 Dirichlet边界条件及 Neumann边界条件
是适用的. 进一步地，表 6–1给出了不同分辨率水平下，小波解的均方误差与
整个求解过程的 CPU耗时. 均方误差 ErrSQ定义如下：

ErrSQ =
1

2j + 1

2j∑
k=0

[
uw(

k

2j
)− ue(

k

2j
)

]2
, (6–38)

其中 ue(x)为精确解，uw(x)为小波解. 从表中可以看出：随着分辨率水平的提
高，小波解的精度迅速提高，而不同分辨率水平下所需要的 CPU耗时则均在 1
秒以内. 这说明本章给出的非齐次边界条件处理方法不仅有效，而且具有较高
的求解效率.

6.3.2 Robin边界条件实例

考虑如下的常微分方程：

d2u(x)

dx2
− 2

du(x)
dx

+ 2u(x) = 0, 0 < x < 1 (6–39)

表 6–2不同分辨率水平下，Robin边值问题 (6–39)和 (6–40)的小波解之均方误差 ErrSQ

与 CPU耗时.
Table 6–2 The averaged square error and the used CPU time of the wavelet solution at different
resolution levels for the Robin boundary value problem (6–39) and (6–40).

j, resolution level ErrSQ CPU time (sec.)
3 4.90× 10−07 0.55
4 3.51× 10−09 0.65
5 2.48× 10−11 0.88
6 1.18× 10−13 1.42

— 81 —



求解非线性边值问题的小波同伦分析方法及其应用 上海交通大学硕士学位论文

及 Robin边界条件：
[

du(x)
dx

− u(x)

] ∣∣∣
x=0

= 0,[
du(x)

dx
− u(x)

] ∣∣∣
x=1

= −1.

(6–40)

其精确解为：

u(x) = ex−1 cosx. (6–41)

同理，将小波逼近 (6–23)及相关边界值代入方程 (6–39)，并以 ωj,l(x) (l =
0, 1, 2, ..., 2j)为权函数，由小波伽辽金方法可类似地求解该边值问题.

图 6–2给出了分辨率水平 j = 4时，Robin边值问题 (6–39)和 (6–40)的小
波解与精确解的对比，可见二者吻合得非常好. 这说明本章给出的非齐次边界
条件处理方法对 Robin边界条件也是适用的. 表 6–2进一步给出不同分辨率水
平下小波解的均方误差与 CPU耗时，可见本章所给出的方法可在很短的 CPU
时间内获得高精度的解，这进一步说明了该方法对非齐次边界条件的有效性与

求解之高效性.

6.3.3 全混合边界条件实例

考虑 Laplace方程：

∂2u(x, y)

∂x2
+
∂2u(x, y)

∂y2
= 0, 0 < x, y < 1 (6–42)

及全混合边界条件：

[
∂u(x, y)

∂x
− π

2
u(x, y)

] ∣∣∣
x=0

= ν0(y) = 0,

∂u(x, y)

∂x

∣∣∣
x=1

= ν1(y) = sin
(πy

2

)
,

u(x, y)
∣∣∣
y=0

= µ0(x) = 0,

u(x, y)
∣∣∣
y=1

= µ1(x) =
2

π
e

π
2
(x−1).

(6–43)

其精确解为：

u(x) =
2

π
e

π
2
(x−1) sin

(πy
2

)
. (6–44)
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图 6–2分辨率水平 j = 4时，Robin边值问题 (6–39)和 (6–40)的小波解与精确解之对比.
Fig. 6–2 Comparison of the wavelet solution at the resolution level j = 4 with the exact solution for
the Robin boundary value problem (6–39) and (6–40). Solid line: exact solution; square symbols:
wavelet solution.

根据给出的边界条件，对于变量 x，基函数左端为应按 Robin边界条件修
正，右端按照为 Neumann边界条件修正，即：

Hj,k(x) = φj,k(x)
∣∣∣
p0,1,k→0, T0,k(x)→T̃0,k(x), p1,1,k→0

, (6–45)

对于变量 y，左右两端均为 Dirichlet边界条件，故采用 φj,l(y)作为基函数.
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由此可得，满足边界条件 (6–43)的小波逼近为：

u(x, y) ≈
2j∑
k=0

2j−1∑
l=1

u

(
k

2j
,
l

2j

)
Hj,k(x)φj,l(y)

+
2j∑
k=0

[
µ0

(
k

2j

)
Hj,k(x)φj,0(y) + µ1

(
k

2j

)
Hj,k(x)φj,2j(y)

]

+
−1∑

k=2−3N+M1

2j∑
l=0

ν0

(
l

2j

)
k

2j
φ (ηj,k(x))φj,l(y)

+

2j−1+M1∑
k=2j+1

2j∑
l=0

ν1

(
l

2j

)(
k

2j
− 1

)
φ (ηj,k(x))φj,l(y), (6–46)

其中，ηj,k(x) = 2jx− k +M1.

表 6–3不同分辨率水平下，全混合边值问题 (6–42)和 (6–43)的小波解之均方误差 ErrSQ

与 CPU耗时.
Table 6–3 The averaged square error and the used CPU time of the wavelet solution at different
resolution levels for the completely mixed boundary value problem (6–42) and (6–43).

j, resolution level ErrSQ CPU time (sec.)
3 8.61× 10−09 0.59
4 1.56× 10−10 0.73
5 2.62× 10−12 1.02
6 4.14× 10−14 2.98

将小波逼近 (6–46)及相关边界值代入方程 (6–42)，以 Hj,k(x)φj,l(x) (k =

0, 1, 2, ..., 2j，l = 1, 2, ..., 2j − 1)为权函数，由小波伽辽金方法可得：

AT rvec(U) = −ÃTu − BT rvec(V) (6–47)

其中： 
A = Ã2 ⊗ A0 + Ã0 ⊗ A2,

Ã = Ã2 ⊗ a0 + Ã0 ⊗ a2,

B = B2 ⊗ A0 + B0 ⊗ A2,

(6–48)
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x

u(
x,

y 0)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

Wavelet: y0=1/4
Wavelet: y0=1/2
Wavelet: y0=3/4
Exact: y0=1/4
Exact: y0=1/2
Exact: y0=3/4

图 6–3分辨率水平 j = 4时，全混合边值问题 (6–42)和 (6–43)的小波解与精确解的截面曲
线之对比.
Fig. 6–3 Comparison of section curves of the wavelet solution at the resolution level j = 4 with
the exact solution for the completely mixed boundary value problem (6–42) and (6–43). Lines:
exact solution; square symbols: wavelet solution at y0 = 1/4; delta symbols: wavelet solution at
y0 = 1/2; circle symbols: wavelet solution at y0 = 3/4.

其中，系数矩阵 Ãn, An定义如下：
Ãn =

{
akl =

∫ 1

0

dnHj,k(x)

dxn
Hj,l(x)dx

}k, l=2j

k, l=0

,

An =

{
akl =

∫ 1

0

dnφj,k(y)

dyn
φj,l(y)dy

}k, l=2j−1

k, l=1

,

(6–49)
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系数矩阵 Bn和行向量 an定义为：
an =

{
al =

∫ 1

0

dnφj,2j(y)

dyn
φj,l(y)dy

}l=2j−1

l=1

,

Bn =

{
bkl =

∫ 1

0

dnφ (ηj,k(x))

dxn
Hj,l(x)dx

}k=2j−1+M1, l=2j

k=2j+1, l=0

,

(6–50)

矩阵 U, V和列向量 u定义如下：

U =

{
ukl = u

(
k

2j
,
l

2j

)}k, l=2j

k, l=0

,

V =

{
vkl =

(
k

2j
− 1

)
ν1

(
l

2j

)}k=2j−1+M1, l=2j

k=2j+1, l=1

,

u =

{
uk = µ1

(
k

2j

)}k=2j

k=0

.

(6–51)

通过求解线性方程组 (6–47)，可得混合边值问题 (6–42) 和 (6–43) 的解.
图 6–3 给出了分辨率水平 j = 4 时，全混合偏微分方程边值问题 (6–42) 和
(6–43)的小波解与精确解在 y = 1/4, y = 1/2及 y = 3/4处截面曲线之对比，可

见二者吻合得非常好. 该二维边值问题是一个极具代表性的混合边值问题，它
同时包含 Dirichlet边界条件、Neumann边界条件及 Robin边界条件，这说明本
章给出的非齐次边界条件处理方法对全混合的边界条件也是适用的. 表 6–3进
一步表明：不同分辨率水平下，本章所给出的方法同样可以在很短的 CPU时
间内获得二维混合边值问题高精度的解，这进一步说明了本章所给出的非齐次

边界条件的小波处理方法之有效性与潜力.

6.4 本章小结

非齐次边界条件的处理，在小波同伦分析方法以及普通的小波方法中是

一个非常重要的问题，但目前的文献中并未给出一般性的小波处理方法. 本
章针对科学与工程中常见的三大类非齐次边界条件，即 Dirichlet 边界条件、
Neumann边界条件和 Robin边界条件，以及混合型边界条件，在王记增等人的
基础上，充分利用广义 Coiflet小波之特性，给出了一套利用小波处理的一般方
法.
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不同类型的边值问题实例计算与结果结果分析充分说明：本章所给出的非

齐次边界条件之小波处理方法具有许多显著的特点和优势.

(1) 普遍适用性. 这套方法不仅适用于各类单一的非齐次边界条件，而且适用
于复杂的混合型边界条件.

(2) 高效性. 这套方法能在保证较高精度的同时实现快速求解.

(3) 便捷性与实用性. 本章给出的处理方法在理论和算法上都具有较强的系统
性和规范性，这大大降低了应用难度，使小波同伦分析方法更加便捷与

实用.

这套方法的给出，进一步完善了小波同伦分析方法的理论体系. 它不仅为
小波同伦分析方法扫清了边界条件处理上的障碍，给小波同伦分析方法的理论

与应用带来新的发展契机，同时也拓展了普通小波方法的适用范围.
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第七章 广义小波伽辽金方法

在利用同伦分析方法求解非线性边值问题的过程中，常常会遇到变系数非

线性微分方程，如流体力学中最经典的粘性圆球绕流问题 [62, 131]、结构力学
中变截面梁的非线性屈曲问题 [41, 132, 133]等等. 为了求解这些变系数非线性
微分方程，通常都需要选取变系数线性微分算子作为辅助线性算子. 然而，变
系数线性微分算子往往对应着复杂的通解，甚至其通解无法用初等函数精确表

达，致使传统同伦分析方法中解表达原则很难满足甚至无法满足. 毫无疑问，
这对于传统同伦分析方法而言是一个极大的困难与限制.

另一方面，对于本论文提出的小波同伦分析方法而言，变系数的微分方程

常常导致复杂连接系数. 遗憾的是，由于具有紧支性的小波没有解析表达式，
而且其导数具有高频震荡的性质，故在连接系数的计算中传统的数值积分方法

均失效. 虽然小波领域的很多学者在连接系数的计算方面做了大量的工作，并
且发展了一些高精度的计算方法，但这些方法仅能用于计算几类特殊的连接系

数，对于一般形式的连接系数，至今没有通用的算法. 因此，变系数微分方程
边值问题的求解，对于本论文中提出的小波同伦分析方法以及传统的小波伽辽

金方法而言，同样是一个巨大的挑战.

为了解决这个问题，本章从微分方程及小波逼近本身出发，提出了若

干定理，并在这些定理的基础上，发展出了广义小波伽辽金方法 (generalized
wavelet-Galerkin method). 广义小波伽辽金方法不仅囊括了传统的小波伽辽金方
法，而且最为重要的是，在广义小波伽辽金方法中，可完全避免复杂连接系数

的计算. 这极大地拓展了小波同伦分析方法以及传统小波伽辽金方法的适用范
围.

本章中，首先结合范例对复杂连接系数问题做进一步的阐述. 然后给出基
本定理并加以证明，并在基本定理的基础上介绍广义小波伽辽金方法的基本思

想与算法. 最后，结合几个不同类型的算例对广义小波伽辽金方法的有效性及
其优势进行分析.
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7.1 问题的进一步阐述

自 1988年Daubechies [90]提出正交、紧支型小波以来，小波方法在微分方
程的求解与应用中得到了迅速的发展. 尤其是小波伽辽金方法 [27–31]，由于它
具有很好的收敛性和稳定性，故在理论和应用上均受到最广泛的关注 [99–101].
遗憾的是，虽然具有正交性和紧支性的小波，如 Daubechies小波 [20, 90, 92]、
Coiflet 小波 [93, 134] 和广义 Coiflet 小波 [112, 115] 等在微分方程求解中具有
非常显著的优势，但它们都没有解析表达式，而且其导数均具有高频震荡性.
这导致了小波伽辽金方法中一个不可回避的问题，即连接系数的计算问题

[100, 116, 135].

为了解决这个问题，小波领域的学者们做了大量的工作. 1996年，Chen等
[116]从正交紧支撑小波的构造 [136, 137]中受到启发，针对 Daubechies小波提
出了一套连接系数的高精度计算方法，该方法成功解决了一系列连接系数的计

算问题. 2007年，Zhang等 [138]纠正了文献 [116]中的一些错误，并发展了一
套更加清晰和完整的算法. 2001年，王记增 [112]针对广义 Coiflet小波构造了
简单连接系数的计算方法. 然而，这些方法都仅仅解决了部分特殊连接系数的
计算问题，对于一般形式连接系数的计算并不通用.

对于一般的变系数微分方程的边值问题，连接系数的计算变得非常困难，

甚至于无法计算. 下面通过简单的例子进行说明. 考虑区间 [0, 1]上的一个包含

变系数项 sin(x) dnu(x)
dxn 的微分方程，其中 sin(x)即所谓的变系数，而 u(x)则是

待求解的函数. 利用多分辨分析的理论，将函数 u(x) ∈ L2[0, 1]展开为：

u(x) ≈
2j∑
k=0

µkφj,k(x), (7–1)

其中 µk (k = 0, 1, 2, ..., 2j)为待求系数. 为了利用小波方法求解原方程，将小波
逼近 (7–1)代回原方程，则它包含下面的项：

sin(x)
dnu(x)

dxn
≈

2j∑
k=0

µk sin(x)
dnφj,k(x)

dxn
. (7–2)

因此，使用小波伽辽金方法时，需要计算下面的连接系数：∫ 1

0

sin(x)
dnφj,k(x)

dxn
φj,l(x)dx, (7–3)
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其中 k, l = 0, 1, 2, ..., 2j .

显然，用现有的方法计算上述连接系数是非常困难甚至是不可能的，尤其

是当 sin(x)被替换为任意的函数 a(x)时，目前尚无通用的算法. 而另一方面，
由于形如 (7–3)的连接系数依赖于系数函数 a(x)，就算存在好的算法，也需要

对不同的方程分别计算不同的连接系数. 因此，在实际应用中，若能克服这种
依赖于系数函数的连接系数，即所需要计算的连接系数仅依赖于小波基函数及

其导数，则算法会变得更加高效与实用.

当然，可以进一步把系数函数 sin(x)用小波展开：

sin(x) ≈
2j∑
k=0

αkφj,k(x), (7–4)

其中 αk =
∫ 1

0
sin(x)φj,k(x)dx，k = 0, 1, 2, ..., 2j，则 sin(x)dnu(x)

dxn 可展开为：

sin(x)
dnu(x)

dxn
≈

2j∑
k=0

2j∑
l=0

µkαl
dnφj,k(x)

dxn
φj,l(x). (7–5)

这样，需要计算的连接系数就不再依赖于具体的微分方程了. 然而，计算下面
的连接系数仍然会消耗大量的时间：

Γj,n
k,l,m =

∫ 1

0

dnφj,k(x)

dxn
φj,l(x)φj,m(x)dx, (7–6)

其中 k, l, m = 0, 1, 2, ..., 2j . 而且，这种多次完全展开的形式会使项数大量增
加，从而严重影响计算效率. 正因为如此，本论文中，称形如 (7–3)和 (7–6)的
积分为复杂连接系数 (complicated connection coefficient).

上述问题严重限制了小波同伦分析方法及传统小波伽辽金方法在变系数微

分方程求解中的应用. 因而，本章的目的是发展一种新的小波伽辽金方法. 它应
具备如下的优势：

(1) 能完全避免计算上述提到的复杂连接系数；

(2) 所有需要计算的连接系数均独立于待求解的微分方程，从而保证算法的
求解效率，并且能适用于各种类型的变系数微分方程；

(3) 能很方便地推广到高维边值问题.

基于上述考虑，本章发展出了广义小波伽辽金方法.
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7.2 基本定理

定理 7.1 设 I 为有界开区间，n为正整数，f(x) ∈ Cn(I)且 u(x) ∈ Cn(I)，

则在区间 I 上下式成立：

f(x)
dnu(x)

dxn
=

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
dn−k

dxn−k

[
dkf(x)

dxk
u(x)

]
, (7–7)

其中，任意函数 g(x) ∈ C(I)的零阶导数定义为函数本身，即：

d0g(x)

dx0
, g(x). (7–8)

证明 由于 n 为正整数，故要证明上述定理，相当于对任意的函数

f(x), u(x) ∈ Cn(I)证明以下关于正整数 n的命题：

S(n) : f(x)
dnu(x)

dxn
=

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
dn−k

dxn−k

[
dkf(x)

dxk
u(x)

]
.

本论文中采用数学归纳法进行证明.

归纳奠基：当 n = 1时，对任意的函数 f(x), u(x) ∈ C1(I)，有：

S(1) : f(x)
du(x)

dx
=

d
dx

[f(x)u(x)]− df(x)
dx

u(x),

=
1∑

k=0

(−1)k
(
1

k

)
d1−k

dx1−k

[
dkf(x)

dxk
u(x)

]
,

即命题 S(1)为真.

归纳递推：假设当 n = k时，命题 S(k)对任意函数 f(x), u(x) ∈ Ck(I)成

立，即：

S(k) : f(x)
dku(x)

dxk
=

k∑
i=0

(−1)i
(
k

i

)
dk−i

dxk−i

[
dif(x)

dxi
u(x)

]
.

那么，对任意的函数 f(x), u(x) ∈ Ck+1(I)，显然有 df(x)
dx ∈ Ck(I)和 dkf(x)

dxk ∈
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C1(I). 因此，

f(x)
dk+1u(x)

dxk+1
= f(x)

d
dx

[
dku(x)

dxk

]
=

d
dx

[
f(x)

dku(x)

dxk

]
− df(x)

dx
dku(x)

dxk

=
d
dx

{
k∑

i=0

(−1)i
(
k

i

)
dk−i

dxk−i

[
dif(x)

dxi
u(x)

]}

−
k∑

i=0

(−1)i
(
k

i

)
dk−i

dxk−i

[
di

dxi

(
df(x)

dx

)
u(x)

]
.

由归纳假设，得：

f(x)
dk+1u(x)

dxk+1
=

k∑
i=0

(−1)i
(
k

i

)
dk+1−i

dxk+1−i

[
dif(x)

dxi
u(x)

]

−
k∑

i=0

(−1)i
(
k

i

)
dk−i

dxk−i

[
di+1f(x)

dxi+1
u(x)

]

=
k∑

i=0

(−1)i
(
k

i

)
dk+1−i

dxk+1−i

[
dif(x)

dxi
u(x)

]

+
k+1∑
j=1

(−1)j
(

k

j − 1

)
dk+1−j

dxk+1−j

[
djf(x)

dxj
u(x)

]

= (−1)0
(
k

0

)
dk+1

dxk+1

[
d0f(x)

dx0
u(x)

]
+ (−1)k+1

(
k

k

)
d0

dx0

[
dk+1f(x)

dxk+1
u(x)

]
+

k∑
i=1

(−1)i
[(
k

i

)
+

(
k

i− 1

)]
dk+1−i

dxk+1−i

[
dif(x)

dxi
u(x)

]
.

根据组合数基本理论，等式
(
k+1
0

)
=
(
k
0

)
=
(
k+1
k+1

)
=
(
k
k

)
= 1和

(
k
i

)
+
(

k
i−1

)
=(

k+1
i

)
成立. 由此可得：

f(x)
dk+1u(x)

dxk+1
=

k+1∑
i=0

(−1)i
(
k + 1

i

)
dk+1−i

dxk+1−i

[
dif(x)

dxi
u(x)

]
,

这意味着命题 S(k + 1)也为真.

因此，对于任意给定的正整数 k，递推关系 S(k) =⇒ S(k + 1)始终成立.
考虑到命题 S(1)为真，故对于任意的正整数 n，命题 S(n)均成立. 证毕.
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定理 7.2 设 I 为有界开区间，an(x) ∈ Cn(I)和 r(x)均为已知函数，则线

性常微分方程
N∑

n=0

an(x)
dnu(x)

dxn
= r(x), x ∈ I (7–9)

可等价转换为：
N∑

n=0

dn (bn(x)u(x))

dxn
= r(x), x ∈ I, (7–10)

其中，

bn(x) =
N∑

r=n

(−1)r−n

(
r

n

)
dr−nar(x)

dxr−n
. (7–11)

证明 根据定理 7.1，对每个函数 an(x) ∈ Cn(I) (n = 0, 1, 2, ...N )，均有：

an(x)
dnu(x)

dxn
=

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
dn−k

dxn−k

[
dkan(x)

dxk
u(x)

]
=

n∑
k=0

(−1)n−k

(
n

k

)
dk

dxk

[
dn−kan(x)

dxn−k
u(x)

]
.

因此，

N∑
n=0

an(x)
dnu(x)

dxn
=

N∑
n=0

n∑
k=0

(−1)n−k

(
n

k

)
dk

dxk

[
dn−kan(x)

dxn−k
u(x)

]

=
N∑
k=0

N∑
n=k

(−1)n−k

(
n

k

)
dk

dxk

[
dn−kan(x)

dxn−k
u(x)

]
.

将右端的求和指标 n替换为 r，k替换为 n，则：

N∑
n=0

an(x)
dnu(x)

dxn
=

N∑
n=0

N∑
r=n

(−1)r−n

(
r

n

)
dn

dxn

[
dr−nar(x)

dxr−n
u(x)

]

=
N∑

n=0

dn

dxn

{[
N∑

r=n

(−1)r−n

(
r

n

)
dr−nar(x)

dxr−n

]
u(x)

}
.

证毕.
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定理 7.3 设 Ω为有界开区域，f(x, y) ∈ Cm,n(Ω) 1且 u(x, y) ∈ Cm+n(Ω)，

则在区域 Ω上下式成立：

f(x, y)
∂m+nu(x, y)

∂xm∂yn
=

m∑
i=0

n∑
j=0

(−1)i+j

(
m

i

)(
n

j

)
∂(m−i)+(n−j)

∂xm−i∂yn−j

[
∂i+jf(x, y)

∂xi∂yj
u(x, y)

]
,

(7–12)
其中，零阶偏导算子定义如下：

∂m+0g(x, y)

∂xm∂y0
, ∂mg(x, y)

∂xm
,

∂0+ng(x, y)

∂x0∂yn
, ∂ng(x, y)

∂yn
,

∂0+0g(x, y)

∂x0∂y0
, g(x, y).

(7–13)

证明 令 v(x, y) = ∂nu(x,y)
∂yn

，则由定理 7.1可导出：

f(x, y)
∂m+nu(x, y)

∂xm∂yn
= f(x, y)

∂mv(x, y)

∂xm

=
m∑
i=0

(−1)i
(
m

i

)
∂m−i

∂xm−i

[
∂if(x, y)

∂xi
v(x, y)

]
. (7–14)

进一步地，令 gi(x, y) =
∂if(x,y)

∂xi ，则：

∂if(x, y)

∂xi
v(x, y) = gi(x, y)

∂nu(x, y)

∂yn

=
n∑

j=0

(−1)j
(
n

j

)
∂n−j

∂yn−j

[
∂jgi(x, y)

∂yj
u(x, y)

]
. (7–15)

将 (7–15)代入 (7–14)，可得：

f(x, y)
∂m+nu(x, y)

∂xm∂yn
=

m∑
i=0

(−1)i
(
m

i

)
∂m−i

∂xm−i

{
n∑

j=0

(−1)j
(
n

j

)
∂n−j

∂yn−j

[
∂jgi(x, y)

∂yj
u(x, y)

]}

=
m∑
i=0

n∑
j=0

(−1)i+j

(
m

i

)(
n

j

)
∂(m−i)+(n−j)

∂xm−i∂yn−j

[
∂i+jf(x, y)

∂xi∂yj
u(x, y)

]
.

证毕.

1符号说明：Cm,n(Ω)表示在开区域 Ω上对变量 x和 y分别m次和 n次连续可导的函数构成的空间.
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定理 7.4 设 Ω为有界开区间，am,n(x, y) ∈ Cm,n(Ω)和 r(x, y)均为已知函

数，则偏微分方程

M∑
m=0

N∑
n=0

am,n(x, y)
∂m+nu(x, y)

∂xm∂yn
= r(x, y), (x, y) ∈ Ω (7–16)

可等价转换为：

M∑
m=0

N∑
n=0

∂m+n (bm,n(x, y)u(x, y))

∂xm∂yn
= r(x, y), (x, y) ∈ Ω, (7–17)

其中，

bm,n(x, y) =
M∑

r=m

N∑
s=n

(−1)(r−m)+(s−n)

(
r

m

)(
s

n

)
∂(r−m)+(s−n)ar,s(x, y)

∂xr−m∂ys−n
. (7–18)

证明 根据定理 7.3，对任意的函数 am,n(x, y) ∈ Cm,n(Ω) (m = 0, 1, 2, ...M，

n = 0, 1, 2, ...N )，有：

am,n(x, y)
∂m+nu(x, y)

∂xm∂yn

=
m∑
i=0

n∑
j=0

(−1)i+j

(
m

i

)(
n

j

)
∂(m−i)+(n−j)

∂xm−i∂yn−j

[
∂i+jam,n(x, y)

∂xi∂yj
u(x, y)

]

=
m∑
i=0

n∑
j=0

(−1)(m−i)+(n−j)

(
m

i

)(
n

j

)
∂i+j

∂xi∂yj

[
∂(m−i)+(n−j)am,n(x, y)

∂xm−i∂yn−j
u(x, y)

]
,

其中，算子 ∂m+0

∂xm∂y0
, ∂0+n

∂x0∂yn
和 ∂0+0

∂x0∂y0
定义为 (7–13). 因此，

M∑
m=0

N∑
n=0

am,n(x, y)
∂m+nu(x, y)

∂xm∂yn

=
M∑

m=0

N∑
n=0

m∑
i=0

n∑
j=0

(−1)m−i+n−j

(
m

i

)(
n

j

)
∂i+j

∂xi∂yj

[
∂m−i+n−jam,n(x, y)

∂xm−i∂yn−j
u(x, y)

]

=
M∑
i=0

N∑
j=0

M∑
m=i

N∑
n=j

(−1)m−i+n−j

(
m

i

)(
n

j

)
∂i+j

∂xi∂yj

[
∂m−i+n−jam,n(x, y)

∂xm−i∂yn−j
u(x, y)

]
.
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将右端的求和指标m改写为 r，n改写为 s，i改写为m，j 改写为 n，可得：

M∑
m=0

N∑
n=0

am,n(x, y)
∂m+nu(x, y)

∂xm∂yn

=
M∑

m=0

N∑
n=0

M∑
r=m

N∑
s=n

(−1)r−m+s−n

(
r

m

)(
s

n

)
∂m+n

∂xm∂yn

[
∂r−m+s−nar,s(x, y)

∂xr−m∂ys−n
u(x, y)

]

=
M∑

m=0

N∑
n=0

∂m+n

∂xm∂yn

{
M∑

r=m

N∑
s=n

[
(−1)r−m+s−n

(
r

m

)(
s

n

)
∂r−m+s−nar,s(x, y)

∂xr−m∂ys−n

]
u(x, y)

}
.

证毕.

7.3 广义小波伽辽金方法

基于上述的基本定理，本章发展出广义小波伽辽金方法 (generalized
wavelet-Galerkin method). 不失一般性，考虑线性常微分方程 (7–9)和偏微分方
程 (7–16). 若直接采用传统的小波伽辽金法进行求解，则当 an(x)和 am,n(x, y)

为非常系数时会导出复杂连接系数，以至于很难求解，甚至无法求解. 然而，
根据基本定理，这两个方程可分别等价转换为 (7–10)和 (7–17). 这样，若分别
对函数 bn(x)u(x)及 bm,n(x, y)u(x, y)进行小波逼近，则可完全避免复杂连接系

数的计算，从而很方便地得到方程 (7–10)和 (7–17)的解. 这就是广义小波伽辽
金方法的基本思想.

7.3.1 变系数线性常微分方程边值问题的统一解法

考虑区间 [0, 1]上一般形式的变系数常微分方程的边值问题：

N∑
n=0

dn (bn(x)u(x))

dxn
= r(x), 0 < x < 1, (7–19)

其中，r(x)和 bn(x)为已知函数，并且方程满足若干边界条件，使得解的存在

唯一性得到保证.

与传统的小波伽辽金方法不同的是，广义小波伽辽金方法并不直接对未知

函数 u(x)作小波展开，而是将函数 bn(x)u(x)作为一个整体进行展开. 而根据
边界条件的不同，基函数采用第六章介绍的方法进行修正. 不失一般性，将函
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数 bn(x)u(x)用小波基函数展开为：

fn(x)u(x) ≈ P j [fn(x)u(x)] =
2j∑
k=0

fn

(
k

2j

)
u

(
k

2j

)
φj,k(x) (7–20)

其中，n = 1, 2, ..., N . 函数 r(x)可展开为：

r(x) ≈ P j [r(x)] =
2j∑
k=0

r

(
k

2j

)
φj,k(x). (7–21)

将 (7–20)和 (7–21)代入方程 (7–19)，得：

N∑
n=0

2j∑
k=0

bn

(
k

2j

)
u

(
k

2j

)
dnφj,k(x)

dxn
=

2j∑
k=0

r

(
k

2j

)
φj,k(x). (7–22)

利用小波伽辽金方法，在 (7–22)式左右两边分别乘以 φj,l(x) (l = 0, 1, 2, ..., 2j ，

或者当函数 u(x)在 x = 0和 x = 1处的值给出时取 l = 1, 2, ..., 2j − 1 )，并在区
间 [0, 1]上积分，得：

N∑
n=0

An
T (bn ◦ u) = A0

T r, (7–23)

其中，bn ◦ u表示向量 bn 和 u的 Hadamard / Schur乘积，具体含义由第二章定
义 2.2给出，相关的矩阵和向量定义如下：

An =

{
akl = Γj,n

k,l =

∫ 1

0

dnφj,k(x)

dxn
φj,l(x)dx

}k, l=2j

k, l=0

,

bn =

{
bk = bn

(
k

2j

)}k=2j

k=0

,

u =

{
uk = u

(
k

2j

)}k=2j

k=0

,

r =

{
rk = r

(
k

2j

)}k=2j

k=0

.

(7–24)

利用第二章给出的性质 2.2，方程 (7–23)可改写为：[
N∑

n=0

An
T ⊙ bn

]
u = A0

T r, (7–25)
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其中，An
T ⊙ bn 表示矩阵 An

T 与向量 bn 的列点乘积，具体含义由第二章的定
义 2.3给出.

在实际应用中，上式需要根据边界条件的不同作一定的修正，但其基本形

式不变，故小波伽辽金方程 (7–25)具有普遍意义. 该方程表明：在广义小波伽
辽金方法中，连接系数与系数函数 bn(x)无关. 因此，不管求解什么类型的常微
分方程，都只需要计算最简单的连接系数，即：

Γj,n
k,l =

∫ 1

0

dnφj,k(x)

dxn
φj,l(x)dx, (7–26)

而这种类型的连接系数是很容易计算的. 特别地，在广义小波伽辽金方法中，
由于连接系数完全独立于方程，故在实际应用中，可以通过建立连接系数数据

库实现数据共享. 这大大规范和简化了广义小波伽辽金方法的计算流程，同时
也显著提高了计算效率. 另外，根据定理 7.2，任何一个线性常微分方程 (7–9)
均可转化为 (7–19)的形式. 因此，广义小波伽辽金方法具有普遍适用性. 关于
广义小波同伦分析方法的这些优势，下文还将结合计算实例作进一步的分析.

7.3.2 变系数线性偏微分方程边值问题的统一解法

考虑区域 [0, 1]2上一般形式的变系数偏微分方程的边值问题：

M∑
m=0

N∑
n=0

∂m+n (bm,n(x, y)u(x, y))

∂xm∂yn
= r(x, y), 0 < x, y < 1, (7–27)

其中，r(x, y)和 bm,n(x, y)为已知函数，并且方程满足若干边界条件，使得解

的存在唯一性得到保证.

对函数 bm,n(x, y)u(x, y)及 r(x, y)进行小波逼近，同时考虑边界条件，则

类似地可以得到如下的小波方程：

2j∑
k=0

2j∑
l=0

[
u

(
k

2j
,
k

2j

) M∑
m=0

N∑
n=0

bm,n

(
k

2j
,
l

2j

)
dmφj,k(x)

dxm
dnφj,l(y)

dyn

]

=
2j∑
k=0

2j∑
l=0

r

(
k

2j
,
l

2j

)
φj,k(x)φj,l(y), (7–28)

由广义小波伽辽金方法，得：

M∑
m=0

N∑
n=0

Am
T (Bmn ◦ U)An = A0

TRA0, (7–29)
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其中，Bmn ◦ U表示矩阵 Bmn 和 U的 Hadamard / Schur乘积，具体含义由第二
章定义 2.2给出，相关的矩阵定义如下：

An =

{
akl = Γj,n

k,l =

∫ 1

0

dnφj,k(x)

dxn
φj,l(x)dx

}k, l=2j

k, l=0

,

Bmn =

{
bkl = bm,n

(
k

2j
,
l

2j

)}k, l=2j

k, l=0

,

U =

{
ukl = u

(
k

2j
,
l

2j

)}k, l=2j

k, l=0

,

R =

{
rkl = r

(
k

2j
,
l

2j

)}k, l=2j

k, l=0

.

(7–30)

将左右两边按行拉直，即作用算子 rvec(·) (具体含义由第二章定义 2.4给出)，
并利用第二章给出的性质 2.1∼性质 2.4，可得如下的小波伽辽金方程：[

M∑
m=0

N∑
n=0

(Am ⊗ An)
T ⊙ rvec (Bmn)

]
rvec (U) = (A0 ⊗ A0)

T rvec (R) . (7–31)

其中，Am ⊗ An 表示矩阵 Am 和 An 的 Kronecker张量积，具体含义由第二章定
义 2.5给出，A ⊙ rvec (Bmn)表示矩阵 A和矩阵 Bmn的按行拉直向量 rvec (Bmn)

之间的列点乘积，具体含义由第二章定义 2.3给出.

从以上方程可以看出，在偏微分方程边值问题的求解中，连接系数与系数

函数 bm,n(x, y)无关. 也就是说，需要计算的连接系数完全独立于所要求解的
偏微分方程. 另外，根据定理 7.4，任何一个偏微分方程 (7–16)可等价转换为
(7–27). 因此，广义小波伽辽金方法对偏微分方程边值问题的求解具有普遍适用
性.

此外，对于更高维度的偏微分方程边值问题，也可以类似地利用广义小波

伽辽金方法进行求解.

7.4 计算实例

为了验证本章所提出的广义小波伽辽金方法之有效性与计算效率，本节

求解了若干含有不同形式变系数的常微分方程与偏微分方程的边值问题. 为
了便于对比，下面给出的计算结果均在同一台计算机上得到，其相关配置为：

DELL Inspiron 3847, Intel(R) Core(TM) i5-4460 CPU@ 3.20GHz.
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7.4.1 多项式系数常微分方程实例

考虑下面的含有多项式系数的常微分方程：

x2
d2u(x)

dx2
+ x

du(x)
dx

+

[(
9π

2
x

)2

− 1

4

]
u(x) = 0, (7–32)

及边界条件：

u(0) = 0, u(1) = 1. (7–33)

其精确解为：

u(x) =
sin
(
9πx
2

)
√
x

. (7–34)

根据定理 7.2，方程 (7–32)可等价转换为：

d2 (b2(x)u(x))

dx2
+

d (b1(x)u(x))
dx

+ b0(x)u(x) = 0, (7–35)

其中， 
b0(x) =

3

4

(
27π2x2 + 1

)
,

b1(x) = −3x,

b2(x) = x2.

(7–36)

考虑到 u(0) = 0且 x = 0为系数函数 b1(x)的一阶零点和 b2(x)的二阶零

点，故：
b0(x)u(x)|x=0 = 0,

b1(x)u(x)|x=0 = 0,
d (b1(x)u(x))

dx

∣∣∣
x=0

= 0,

b2(x)u(x)|x=0 = 0,
d (b2(x)u(x))

dx

∣∣∣
x=0

= 0,
d2 (b2(x)u(x))

dx2
∣∣∣
x=0

= 0.

(7–37)

根据第六章给出的边界条件处理方法，需将 b1(x)u(x)和 b2(x)u(x)的基函

数分别修正为 φ̃j,k(x)和 ˜̃φj,k(x)，其定义如下： φ̃j,k(x) = φj,k(x)|p0,1,k→0,

˜̃φj,k(x) = φj,k(x)|p0,1,k→0, p0,2,k→0.
(7–38)
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将这些修正代入小波方程 (7–22)，得：

2j∑
k=0

u

(
k

2j

)[
b2

(
k

2j

)
d2 ˜̃φj,k(x)

dx2
+ b1

(
k

2j

)
dφ̃j,k(x)

dx
+ b0

(
k

2j

)
φj,k(x)

]
= 0,

其中边界条件的嵌入方法是直接将 u (0/2j) = 0和 u (2j/2j) = 1代入上述方程.

x

u(
x)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

Wavelet solution
Exact solution

图 7–1分辨率水平 j = 4时，含有多项式系数的边值问题 (7–32)和 (7–33)的小波解与精确
解之对比.
Fig. 7–1 Comparison of the wavelet solution at the resolution level j = 4 with the exact solution
for the boundary value problem with polynomial coefficients governed by Eqs. (7–32) and (7–33).
Solid line: exact solution; square symbols: wavelet solution.

以 φj,l(x) (l = 1, 2, ..., 2j − 1)为权函数，则由广义小波伽辽金方法可得下
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面的线性代数方程： [
2∑

n=0

An
T ⊙ bn

]
u = 0, (7–39)

其中， 

A0 =

{
akl = Γj,0

k,l =

∫ 1

0

φj,k(x)φj,l(x)dx
}k=2j , l=2j−1

k=0, l=1

,

A1 =

{
akl = Γ̃j,1

k,l =

∫ 1

0

dφ̃j,k(x)

dx
φj,l(x)dx

}k=2j , l=2j−1

k=0, l=1

,

A2 =

{
akl =

˜̃Γj,2
k,l =

∫ 1

0

d2 ˜̃φj,k(x)

dx2
φj,l(x)dx

}k=2j , l=2j−1

k=0, l=1

,

bn =

{
bk = bn

(
k

2j

)}k=2j

k=0

,

u =

{
uk = u

(
k

2j

)}k=2j

k=0

.

(7–40)

将左端与已知量 u(0/2j)和 u(2j/2j)相关的部分分离出来，可求出线性代数方

程 (7–39)的解.

分辨率水平 j = 4时，含有多项式系数的边值问题 (7–32)和 (7–33)的小波
解与精确解之对比如图 7–1所示. 显然，小波解与精确解吻合得很好，这说明
了本章所提出的广义小波伽辽金方法的有效性. 更重要的是，从这个例子的求
解过程中，可以明显地看到该方法的优势：求解过程中所需要计算的连接系数

与微分方程 (7–32)中的变系数 x2、x和
(
9π
2
x
)2 − 1

4
完全分离，也就是说，连接

系数完全独立于微分方程本身. 因此，在广义小波伽辽金方法的框架下，可以
很方便地建立通用的连接系数数据库，从而大大提高计算效率与方法的适用性.
例如，当分辨率水平 j = 4时，求解该方程仅消耗 0.36秒的 CPU时间；即便
是分辨率水平 j = 6时，也仅仅消耗 0.96秒. 由此可见，广义小波伽辽金方法
具有很高的计算效率.

7.4.2 混合系数常微分方程实例

考虑下面的含有混合系数的常微分方程：

x2
d2u

dx2
+ sinπx

du
dx

+ exu =
(
ex + π cosπx− π2x2

)
sinπx, (7–41)
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及边界条件：

u(0) = u(1) = 0. (7–42)

其精确解为：

u(x) = sinπx. (7–43)

x

u(
x)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2
Wavelet solution
Exact solution

图 7–2分辨率水平 j = 4时，含有混合系数的边值问题 (7–41)和 (7–42)的小波解与精确解
之对比.
Fig. 7–2 Comparison of the wavelet solution at the resolution level j = 4 with the exact solution
for the boundary value problem with mixed coefficients governed by Eqs. (7–41) and (7–42). Solid
line: exact solution; square symbols: wavelet solution.
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根据定理 7.2，方程 (7–41)可等价转换为：

d2 (b2(x)u(x))

dx2
+

d (b1(x)u(x))
dx

+ b0(x)u(x) = r(x), (7–44)

其中， 

b0(x) = ex − π cos πx+ 2,

b1(x) = sinπx− 4x,

b2(x) = x2,

r(x) =
(
ex + π cos πx− π2x2

)
sinπx.

(7–45)

考虑到 u(0) = 0且 x = 0为系数函数 b1(x)的一阶零点和 b2(x)的二阶零点，

故将 b1(x)u(x)和 b2(x)u(x)的小波基函数分别修正为 φ̃j,k(x)和 ˜̃φj,k(x)，其定

义同 (7–38). 类似于第一个算例，边界条件 (7–42)可直接代入到函数 b0(x)u(x),
b1(x)u(x)和 b2(x)u(x)的小波逼近表达式中.

类似地，将修正后的表达式代入方程 (7–44)中，然后求解小波伽辽金方程
(7–25)，可得原边值问题的解. 图 7–2给出了分辨率水平 j = 4时小波解与精确

解的对比. 由图可见：小波解与精确解吻合得很好. 这进一步说明了广义小波伽
辽金方法的有效性.

7.4.3 特殊函数系数常微分方程实例

考虑下面以特殊函数为系数的常微分方程：

Γ(x+1)
d2u(x)

dx2
+[Γ(x+ 1) + Γ′(x+ 1)]

du(x)
dx

= −Γ′(x+1)−Γ′′(x+1), (7–46)

及边界条件：

u(0) = 0, u(1) = 0. (7–47)

其精确解为：

u(x) = ln
1

Γ(x+ 1)
, (7–48)

其中 Γ(x)为 Gamma函数，即：

Γ(x) =

∫ +∞

0

ξx−1e−ξdξ. (7–49)
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根据定理 7.2，方程 (7–46)可等价转换为：

d2 (b2(x)u(x))

dx2
+

d (b1(x)u(x))
dx

+ b0(x)u(x) = r(x), (7–50)

其中， 

b0(x) = −Γ′(x+ 1),

b1(x) = Γ(x+ 1)− Γ′(x+ 1),

b2(x) = Γ(x+ 1),

r(x) = −Γ′(x+ 1)− Γ′′(x+ 1).

(7–51)

表 7–1不同分辨率水平下，以特殊函数为系数的边值问题 (7–46)和 (7–47)的小波解之均
方误差 ErrSQ与 CPU耗时.
Table 7–1 The averaged square error and the used CPU time of the wavelet solution at different
resolution levels for the boundary value problem with special functions as coefficients governed by
Eqs. (7–46) and (7–47).

j, resolution level ErrSQ CPU time (sec.)
3 2.33× 10−09 0.31
4 7.67× 10−12 0.37
5 1.92× 10−14 0.54
6 4.37× 10−17 0.95

对于这个问题，由于 x = 0和 x = 1都不是 b0(x)、b1(x)和 b2(x)的零点，

故直接采用 φj,k(x)作基函数. 而边界条件 (7–47)的嵌入只需直接将端点的值
u(0) = u(1) = 0代入函数 b0(x)u(x)、b1(x)u(x)和 b2(x)u(x)的小波逼近表达式

中即可. 将相关系数代入小波伽辽金方程 (7–25)并求解之后即可得到原边值问
题的解.

分辨率水平 j = 4时的小波解与精确解的对比如图 7–3所示. 显然，小波解
与精确解高度吻合. 这再次说明了广义小波伽辽金方法的有效性.

为了进一步的分析，定义均方误差 ErrSQ和误差分布 E(x)如下：

ErrSQ =
1

2j + 1

2j∑
k=0

[
uw(

k

2j
)− ue(

k

2j
)

]2
, (7–52)
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E(x) =
∣∣uw(x)− ue(x)

∣∣2, 0 < x < 1, (7–53)

其中 ue(x)和 uw(x)分别代表精确解和小波解.

x

u(
x)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14 Wavelet solution
Exact solution

图 7–3分辨率水平 j = 4时，以特殊函数为系数的边值问题 (7–46)和 (7–47)的小波解与精
确解之对比.
Fig. 7–3 Comparison of the wavelet solution at the resolution level j = 4 with the exact solution
for the boundary value problem with special functions as coefficients governed by Eqs. (7–46) and
(7–47). Solid line: exact solution; square symbols: wavelet solution.

表 7–1给出了不同分辨率水平下小波解的均方误差及相应的 CPU耗时. 显
然，本章提出的广义小波伽辽金方法具有较高的求解效率. 随着分辨率水平 j

从 3提高到 6，小波解的精度显著提高，而 CPU耗时则均在 1秒以内. 当分辨
率水平 j = 6，均方误差达到相当可观的数量级，即 10−17. 分辨率水平 j = 6
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x

E
(x

)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

10-22

10-20

10-18

10-16

10-14

10-12

图 7–4分辨率水平 j = 6时，以特殊函数为系数的边值问题 (7–46)和 (7–47)的小波解之误
差分布.
Fig. 7–4 The error distribution of the wavelet solution at the resolution level j = 6 for the boundary
value problem with special functions as coefficients governed by Eqs. (7–46) and (7–47). Solid
line: exact solution; square symbols: wavelet solution.

时，该边值问题的小波解之误差分布函数如图 7–4所示. 由图可见：在整个区
间 [0, 1]上，几乎所有点的误差均在 10−15 以下. 以上计算结果不仅说明了本章
所提出的广义小波伽辽金方法之有效性，同时也验证了该方法具有很好的收敛

性和较高的精度. 另外，广义小波伽辽金方法求解流程规范简洁，且连接系数
不依赖于控制方程，因而具有普遍适用性，这进一步说明了广义小波伽辽金方

法的优势和潜力.
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7.4.4 变系数偏微分方程实例

最后，考虑一个变系数的偏微分方程：√
x2 + y2 + 1

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂x2

)
+

1√
x2 + y2 + 1

(
x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
− 2u

)
= 0, (7–54)

及边界条件： u(0, y) =
√

1 + y2, u(1, y) =
√
2 + y2,

u(x, 0) =
√
1 + x2, u(x, 1) =

√
2 + x2.

(7–55)

其精确解为：

u(x, y) =
√
x2 + y2 + 1. (7–56)

根据定理 7.4，方程 (7–54)可等价转换为：

∂2 (b20u)

∂x2
+
∂2 (b02u)

∂y2
+
∂2 (b11u)

∂x∂y
+
∂ (b10u)

∂x
+
∂ (b01u)

∂y
+ b00u = 0, (7–57)

其中， 

b20(x, y) =
√
x2 + y2 + 1,

b02(x, y) =
√
x2 + y2 + 1,

b11(x, y) = 0,

b10(x, y) = − x√
x2 + y2 + 1

,

b01(x, y) = − y√
x2 + y2 + 1

,

b00(x, y) = − 2√
x2 + y2 + 1

(7–58)

对于这个问题，方程 (7–57)可用小波逼近为：

2j∑
k=0

2j∑
l=0

u

(
k

2j
,
l

2j

)[
b20

(
k

2j
,
l

2j

)
d2φj,k(x)

dx2
φj,l(y) + b02

(
k

2j
,
l

2j

)
φj,k(x)

d2φj,l(y)

dy2

]

+
2j∑
k=0

2j∑
l=0

u

(
k

2j
,
l

2j

)[
b10

(
k

2j
,
l

2j

)
dφj,k(y)

dx
φj,l(y) + b01

(
k

2j
,
l

2j

)
φj,k(x)

dφj,l(y)

dy

]

+
2j∑
k=0

2j∑
l=0

u

(
k

2j
,
l

2j

)
b00

(
k

2j
,
l

2j

)
φj,k(x)φj,l(y) = 0, (7–59)
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x

u(
x,

y 0)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1

1.2

1.4
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1.8

Wavelet: y0=1/4
Wavelet: y0=1/2
Wavelet: y0=3/4
Exact: y0=1/4
Exact: y0=1/2
Exact: y0=3/4

图 7–5分辨率水平 j = 4时，变系数偏微分方程边值问题 (7–54)和 (7–55)的小波解与精确
解的截面曲线之对比.
Fig. 7–5 Comparison of section curves of the wavelet solution at the resolution level j = 4 with
the exact solution for the two-dimensional boundary value problem governed by Eqs. (7–54) and
(7–55). Lines: exact solution; square symbols: wavelet solution at y0 = 1/4; delta symbols:
wavelet solution at y0 = 1/2; circle symbols: wavelet solution at y0 = 3/4.

边界条件 (7–55)的嵌入方法是直接把
u

(
k

2j
, 0

)
=

√
1 +

(
k

2j

)2

, u

(
k

2j
, 1

)
=

√
2 +

(
k

2j

)2

,

u

(
0,

l

2j

)
=

√
1 +

(
l

2j

)2

, u

(
1,

l

2j

)
=

√
2 +

(
l

2j

)2
(7–60)
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代入到 (7–59)中.

由广义小波伽辽金方法，得：[
2∑

m=0

2−m∑
n=0

(Am ⊗ An)
T ⊙ rvec (Bmn)

]
rvec (U) = 0, (7–61)

其中的相关矩阵由 (7–30)式定义.

表 7–2不同分辨率水平下，变系数偏微分方程边值问题 (7–54)和 (7–55)的小波解之均方
误差 ErrSQ与 CPU耗时.
Table 7–2 The averaged square error and the used CPU time of the wavelet solution at different
resolution levels for the two-dimensional boundary value problem governed by Eqs. (7–54) and
(7–55).

j, resolution level ErrSQ CPU time (sec.)
3 8.73× 10−19 0.36
4 7.48× 10−19 0.44
5 6.89× 10−19 0.74
6 6.60× 10−19 3.53

将方程组 (7–61)左端与边界值相关的部分分离出来，并求解该方程，可得
原边值问题的解. 图 7–5分别给出了分辨率水平 j = 4时，y = 1/4、y = 1/2和

y = 3/4处小波解和精确解截面曲线之对比. 由表 7–2可知，j = 4时对应的均

方误差已经达到 7.48× 10−19 . 显然，由广义小波伽辽金方法得到的小波解与精
确解高度吻合，表 7–2进一步验证了该方法具有高精度、高效率的优点.

7.5 本章小结

科学与工程中常常会遇到变系数微分方程的求解，然而在小波同伦分析方

法以及传统的小波伽辽金方法中，变系数的微分方程常常导致复杂连接系数，

从而很大程度上限制了方法的适用范围. 针对这个问题，本章给出了一般性的
解决方法.

本章在理论部分给出并证明了基本定理，在基本定理的基础上发展出广义

小波伽辽金方法，并针对一般形式的变系数常微分方程和偏微分方程的边值问
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题导出统一的小波伽辽金方程；在应用部分通过几个包含不同类型变系数的常

微分方程与偏微分方程边值问题的求解，验证了广义小波伽辽金方法的有效

性，并结合计算结果分析了其优势. 与传统的小波伽辽金方法相比，广义小波
伽辽金方法完全克服了复杂连接系数的计算，并且求解过程中所需要计算的连

接系数独立于微分方程的具体形式. 换句话说，不管新的微分方程包含何种形
式、何种类型的变系数，都不需要计算新的连接系数. 因此，在广义小波伽辽
金方法的框架内，可以很方便地建立通用的连接系数数据库，实现数据共享.
这不仅大大规范和简化了广义小波伽辽金方法的计算流程，而且显著提高了计

算效率，并使该方法普遍适用于各种类型微分方程的求解. 特别是，将广义小
波伽辽金方法运用于小波同伦分析方法，理论上可以用于求解任何类型的非线

性边值问题.

另外，广义小波伽辽金方法很容易推广到高维边值问题. 实际上，广义小
波伽辽金方程 (7–31)可直接推广到K 维边值问题，即： N1∑

n1=0

N2∑
n2=0

...

NK∑
nK=0

(
K⊗
k=1

Ank

)T

⊙ rvec (Bn1n2...nK)

 rvec (U)

=

(
K⊗
k=1

A0

)T

rvec (R) , (7–62)

其中
K⊗
k=1

Ank = An1 ⊗ An2 ⊗ ... ⊗ AnK，算子 rvec (·)将一个 K 维矩阵逐维地拉

直成列向量. 此外，本章提出的广义小波伽辽金方法不仅对广义 Coiflet小波有
效，而且可以直接运用到任意的具有插值性或者拟插值性的其他小波.

广义小波伽辽金方法是小波同伦分析方法理论的重要组成部分，它推广了

传统的小波伽辽金方法，并大大扩展了小波同伦分析方法的适用范围.
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第八章 结论与展望

8.1 工作总结

自然科学、工程实践乃至社会生活的各个领域均普遍存在各种各样的非线

性问题，而这些问题中很多都可以归结为非线性微分方程边值问题的求解. 自
1992年廖世俊 [19]提出同伦分析方法以来，该方法凭借不依赖于小 (大)物理
参数、便捷的控制收敛方式以及可自由选取辅助线性算子与解表达等优势，在

理论上得到了系统的发展，在实践中得到了广泛的应用.

同伦分析方法之所以具有强大的生命力和吸引力，最重要的原因就是其提

出者、继承者及使用者始终站在发展的角度，不断对其进行改进、推广与完善.
时至今日，同伦分析方法已经形成一个完整的体系，但传统的同伦分析方法同

样存在一些可进一步完善和拓展的空间，其中最重要的就是提高高阶形变方程

右端项的计算效率、解除解表达原则之限制以及引进具有强适应性的基函数与

相应的算法. 为了实现这些目的，本论文中结合同伦分析方法及现代小波理论，
提出了一种新的非线性边值问题求解方法，即小波同伦分析方法，针对该方法

理论和应用上的若干重要问题进行了讨论，并相应给出一般性的拓展和解决方

法. 具体来说，本论文中所做的主要工作如下：

1. 首次将同伦分析方法与现代小波理论结合，提出了小波同伦分析方法，
并通过一维和二维 Bratu方程分别介绍了求解常、偏微分方程边值问题的
小波同伦分析方法之基本思想与主要算法步骤. 作为应用指导，针对小波
同伦分析方法中初始猜测解的选取问题，提出了边界匹配原则；针对线

性算子的选取，提出了解存在原则和阶数匹配原则. 在偏微分方程边值问
题的求解中，针对右端项中导数的计算问题，提出了基于截面曲线的快

速算法. 计算结果分析表明本论文中提出的小波同伦分析方法不仅继承了
传统同伦分析方法的主要优势，而且呈现出许多新的亮点：

(1) 与传统的同伦分析方法一样，通过调节控制收敛参数，可以很方便
地控制解的收敛，而且由于解的收敛情况对控制收敛参数的选取并

不敏感，故可以较容易地选取合适的控制收敛参数；
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(2) 小波同伦分析方法建立在多分辨分析基础之上，故通过调节分辨率
水平可很方便地平衡计算效率与精度之间的关系；

(3) 与传统的同伦分析方法相比，小波同伦分析方法解除了解表达原则
的限制，对不同的辅助线性算子具有更强的适应性，这主要体现为

小波形式的解表达对不同线性算子的普遍适应性、不同线性算子下

小波同伦解的快速收敛性及运算的高效性三大方面，这不仅使辅助

线性算子的选取变得更加简单，而且使该方法在强非线性问题的求

解上具备了更大的潜力；

(4) 与传统的同伦分析方法相比，小波同伦分析方法具有更高的求解效
率，主要体现为能快速获得高精度的小波逼近和 CPU耗时随着阶数
的线性增长两个方面；

(5) 小波同伦迭代技术可显著加速解的收敛.

2. 介绍了一种运用小波同伦分析方法寻找多解的策略，即：通过引入可区
分不同解支的参数，把原边值问题转化成一个含待定参变量的非线性边

值问题，再分别对控制方程和边界条件构造同伦，利用小波同伦分析方

法进行求解. 计算结果表明：在小波同伦分析方法中，通过构造含参变量
边值问题的方法可以有效地寻找多解. 这进一步展示了小波同伦分析方法
在求解非线性多解问题中的巨大潜力.

3. 针对非齐次边界条件的处理问题，给出了一套一般性的小波逼近方法，
并针对科学与工程中最为常见的非齐次 Dirichlet边界条件、Neumann边
界条件、Robin边界条件以及混合边界条件，分别推导出相应的小波逼
近. 通过不同类型的计算实例验证与结果分析，说明这套方法具有普适
性、高效性、便捷性与实用性等优势. 这套方法的给出，进一步完善了小
波同伦分析方法的理论体系. 它不仅为小波同伦分析方法扫清了边界条
件处理上的障碍，给小波同伦分析方法的理论与应用带来新的发展契机，

同时也拓展了普通小波方法的适用范围.

4. 为了克服因为变系数而导致的复杂连接系数，提出了广义小波伽辽金方
法. 理论上，给出并证明了基本定理，并针对一般形式的变系数常微分方
程和偏微分方程的边值问题导出了统一的小波伽辽金方程；应用上，通

过几个包含不同类型变系数的常微分方程与偏微分方程边值问题的求解，
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验证了广义小波伽辽金方法的有效性，并结合计算结果分析了其主要优

势. 与传统的小波伽辽金方法相比，广义小波伽辽金方法完全避免了复杂
连接系数的计算，并且在求解过程中所需要计算的连接系数独立于微分

方程的具体形式. 因此，在广义小波伽辽金方法的框架内，可以很方便地
建立通用的连接系数数据库，实现数据共享. 这不仅大大规范和简化了广
义小波伽辽金方法的计算流程，而且显著提高了计算效率，并使该方法

普遍适用于各种类型微分方程的求解. 特别是，将广义小波伽辽金方法运
用于小波同伦分析方法，理论上可以用于求解任何类型的非线性边值问

题. 另外，广义小波伽辽金方法可直接推广到高维边值问题及具有插值性
或拟插值性的其他小波. 广义小波伽辽金方法的提出，是对传统的小波伽
辽金方法的推广，并大大扩展了小波同伦分析方法的适用范围.

8.2 主要创新点

本论文的主要创新点如下：

1. 首次将同伦分析方法与现代前沿的数学理论——小波分析进行结合，提
出一种求解非线性边值问题的一般性方法，即小波同伦分析方法；

2. 通过构造含参变量边值问题的方法，成功利用小波同伦分析方法寻找多
解；

3. 针对偏微分方程边值问题中偏导数的计算问题，提出一种基于截面曲线
的快速小波算法；

4. 针对常见的三大类非齐次边界条件及混合边界条件，给出一套用小波处
理的一般性方法；

5. 提出并证明了若干基本定理，并在这些基本定理的基础上，发展出求解
变系数微分方程的广义小波伽辽金方法.

8.3 研究展望

本论文主要结合同伦分析方法和现代小波理论，提出了求解非线性边值问

题的小波同伦分析方法，并以一维和二维 Bratu方程为示范性实例，介绍了小
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波同伦分析方法在常微分方程、偏微分方程以及多解问题求解中的主要思想和

基本算法步骤. 在拓展部分，针对非齐次边界条件问题，给出了一般性的小波
处理方法；针对变系数微分方程的求解，提出了广义小波伽辽金方法. 基本的
小波同伦分析方法及其拓展，共同构成了小波同伦分析方法的理论体系. 后续
可进一步研究和完善的工作主要有：

1. 本论文侧重点在于理论和方法本身，所举的例子更多考虑的是验证方法
本身的有效性与优势，没有太多结合实际工程应用. 因此，在后续的研究
与应用中，可利用本论文提出的理论和方法解决更多科学与工程中的实

际应用问题.

2. 对于偏微分方程的边值问题，本论文仅讨论了矩形区域上的问题，而没
有讨论一般的不规则区域问题，而实际的工程应用中存在很多不规则区

域的情形. 因此，在后续研究中，可将小波同伦分析方法向不规则区域上
推广.

3. 对于边界条件问题，本论文仅涉及到线性边界条件的处理，在后续的研
究中可尝试对非线性边界条件的研究.

4. 本论文中仅讨论和求解了边值问题，而未涉及初边值混合问题. 在后续的
应用中，可结合一些初值问题求解的现代方法，将小波同伦分析方法发

展为一种可直接处理复杂初边值混合问题的高效解法.

5. 本论文提出的小波同伦分析方法，以及作为其拓展的非齐次边界条件处
理方法和广义小波伽辽金方法，都具有规范的理论与算法. 因此，在后续
的研究中，可以考虑将整个体系进一步规范、发展与综合，开发小波同

伦求解器.

6. 小波理论是一个很有潜力的数学研究方向，在后续的研究与应用中，可
进一步开展新小波的研究.
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